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Una estructura de álgebra asociativa a menos de homotopía en el
operad de cactus

El objeto principal de estudio de esta tesis es el operad (diferencial graduado)
Cacti de cadenas de cactus sin espinas [MS02, BF04, Kau07]. El mismo
consiste en las cadenas celulares del operad topológico de Cactus [Vor05].

En cuanto al operad Cacti, en particular, se estudia el producto proveniente
de la inclusión A ãÑ Cacti (donde A es el operad que modela las álgebras
asociativas). Este producto es asociativo pero no conmutativo.
Al simetrizar el mismo para obtener uno conmutativo, se pierde la asociativi-
dad. En esta tesis se muestra que este producto es, sin embargo, asociativo a
menos de homotopía. Es decir, si se considera el operad que codi�ca álgebras
asociativas a menos de homotopía, A8 [LV12], construimos explícitamente
un mor�smo de operads

A8
η
ÝÑ Cacti

que en aridad dos corresponde a dicho producto [GLT13]. De hecho, mostra-
mos que el mor�smo se factoriza como:

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

donde Ap2q8 es la versión a menos de homotopía del operad Ap2q, el operad
que codi�ca diálgebras combinadas [Zin10].

Es sabido que el operad Cacti actúa en el complejo de Hochschild C˚pAq
para un álgebra asociativa A [GV95, MS02, BF04, Kau07]. De esta manera,
el producto estudiado corresponde al producto cup de C˚pAq.

En toda Cacti-álgebra puede considerarse un producto pre-Lie. En el caso de
que la Cacti-álgebra sea de la forma TV para V un espacio vectorial, este
producto, restringido a V , resulta asociativo. Se muestra que una estructura
de Cacti-álgebra en TV induce una estructura de biálgebra asociativa y
coasociativa en H “ V ‘1H donde 1H es la unidad formal de dicho producto.
Esto muestra, junto con [Men04, Kad05], que estas estructuras están en
correspondencia biunívoca con las estructuras de Cacti-álgebra en TV (que
extienden la de álgebra asociativa) con cierta condición de compatibilidad con
la graduación, propiedad motivada por el ejemplo del complejo de Hochschild.

Palabras clave: operads, operad de Cactus, álgebra asociativa a menos de
homotopía, álgebras combinadas, complejo de Hochschild.





An up-to-homotopy associative algebra structure in the cactus
operad

The main object of study of this thesis is the (di�erential graded) operad
Cacti of chains of spineless cacti [MS02, BF04, Kau07]. This operad is given
by the (simplicial) chains of the (topological) operad of Cactus [Vor05].

Regarding the operad Cacti, we study the product coming from the inclusion
A ãÑ Cacti. Here A is the operad modelling associative algebras. This
product is associative but not commutative. In order to get a commutative
product, one can consider its symmetrization. Then the associative property
is lost. In this thesis it is shown that this product is, nevertheless, associative
up to homotopy. Let A8 [LV12] be the operad that codi�es associative
algebras up to homotopy. Then, there is an operad morphism

A8
η
ÝÑ Cacti

which matches the mentioned product in arity 2 [GLT13]. In fact, this morph-
ism factors as:

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

where Ap2q8 is the up-to-homotopy version of the operad Ap2q. This operad
codi�es matching dialgebras [Zin10]: algebras with two associative operations
such that any linear combination is associative.

It is well known that the operad Cacti acts on the Hochschild complex C˚pAq
of an associative algebra A [GV95, MS02, BF04, Kau07]. Here, the studied
product corresponds to the cup product of C˚pAq.

In any Cacti-algebra a pre-Lie product. If the Cacti-algebra is TV with V a
vector space, this product turns out to be associative. We show that a asso-
ciative and coassociative bialgebra structure arraises in H “ V ‘ 1H where
1H is the unit of this product. This shows, together with [Men04, Kad05],
that there is a one to one correspondence between this kind of structures
in H and Cacti-algebra structures in TV (such that the associative algebra
structure is given by the tensor product) subject to a compatibility condition
(that is motivated by the Hochschild complex example).

Keywords: operads, Cactus operad, up-to-homotopy associative algebra, mat-
ching dialgebras, Hochschild complex.
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Introducción

En esta tesis se estudia el operad (diferencial graduado) Cacti de cadenas
celulares de cactus (sin espinas) [MS02, BF04, Kau07]. Este operad describe
las llamadas álgebras de Gerstenhaber y Voronov [GV95] (a menos de una
convensión de graduación, ver apartado 2.4). En el mencionado trabajo,
los autores muestran que esta estructura está presente en el complejo de
Hochschild de un álgebra asociativa.

Un aporte original importante del presente trabajo (teorema 3.8) es mostrar
que en toda álgebra sobre el operad de Cacti se tiene una estructura (explí-
cita) de álgebra asociativa a menos de homotopía. En el caso del complejo
de Hochschild, este producto corresponde a simetrización del producto cup
(equivalente a este en homología). Este resultado es parte de [GLT13].

Como parte del estudio del operad Cacti se demuestra (ver apartado 2.5) que
toda álgebra tridendriforme d.g. (ver [Cha02, 3.2]) es un álgebra de cactus.
Además, al �nal del capítulo 2 se propone una de�nición de álgebra de cactus
simétrica que contiene la de álgebra de brace simétrica [LM05, def.2].

Por otra parte, se estudian ciertas estructuras de Cacti-álgebra en TV para
V un espacio d.g. Se deduce que las mismas están en correspondencia (ver
teorema 4.10) con las estructuras de biálgebra asociativa y coasociativa en
H “ V ‘k¨1H . Para el caso en el que se tiene C “ V ‘k¨1 es una dg-coálgebra
coaumentada, las estructuras de dg-biálgebra en C se corresponden con cier-
tas (i.e. compatibles con el grado externo) estructuras de Cacti-álgebra en
TV “ ΩC, de esta manera se extienden los resultados de Menichi [Men04] y
Kadeishvili [Kad05].

La presente tesis se desarrolla en cuatro capítulos y dos apéndices. La misma
se organiza de la siguiente manera.
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En el primer capítulo se presentan los conceptos clave en teoría de operads
que se utilizarán a lo largo de toda la monografía. El objetivo principal del
mismo es presentar el operad Ap2q8 , la versión a menos de homotopía del
operad Ap2q [Zin10] que codi�ca álgebras combinadas. Se busca ilustrar la
analogía con el operad A [LV12] que describe álgebras asociativas y A8 que
describe álgebras asociativas a menos de homotopía.

Consideramos que el presente trabajo se enmarca dentro de la topología
algebraica y del álgebra homológica. Por este motivo se considera a la ter-
minología de dichas áreas como parte del lenguaje técnico de la presente
monografía y no se de�nirán dentro de la misma. Notables ejemplos son
categoría y funtor, espacios vectoriales diferenciales graduados (o dg-espacios
vectoriales), homología y conjuntos simpliciales.

Más allá de esto, se busca ser lo más auto-contenido posible. Por este motivo
y debido a que el lenguaje de operads es esencial y, lamentablemente, no
del todo difundido, es el objetivo de este capítulo de�nir y �jar la notación
necesaria para el resto de la tesis. De todas maneras, no se pretende que
la presentación sea completa sino más bien minimalista. La elección de este
enfoque se hace evidente en la sección 1.2 donde se presentan las álgebras
a menos de homotopía que nos interesaran en este trabajo (esto es, las
modeladas por los operads A8 1.31 y Ap2q8 1.32). Se busca, sacri�cando
generalidad, mantener la exposición lo más accesible posible. Como referencia
del tema, nos permitimos recomendar [LV12, MSS02].

De esta forma, el primer capítulo es una introducción, adaptada a las necesi-
dades de esta tesis, de las de�niciones y construcciones generales. Las mismas
se presentan con la mayor simpleza posible para ser utilizadas en los ejemplos
que nos interesan: los operads A y Ap2q que modelan álgebras asociativas
y álgebras combinadas [Zin10]. Como aporte original en este capítulo se
tiene el hecho de que Ap2q es Koszul (resultado obtenido independientemente
en [ZBG12]) y la presentación explícita del operad Ap2q8 .

Ya que en el presente trabajo el vocablo �operad� hace referencia a lo que en la
literatura (por ejemplo [MSS02, LV12]) se denomina un �operad no simétrico�
u �operad planar�, incluímos al �nal de dicho capítulo una sección donde se
discute brevemente las diferencias entre ambos conceptos y su relación con
el resto de la tesis.
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En el capítulo 2 se estudia el operad de cadenas celulares de cactus topológi-
cos sin espinas, Cacti [MS02, BF04, Kau07]. El mismo será el objeto central
de estudio en el resto de la tesis.

Se comienza identi�cándolo como suboperad del operad de suryecciones X de
rBF04s. El operad Cacti Ă X es el generado por las suryecciones que poseen
cierta propiedad (ver de�nición 2.4) que llamaremos, justamente, cactus.
Luego se presenta una notación geométrica para los cactus justi�cando,
podría decirse, su nombre.

Hacia la postre del capítulo (apartado 2.4, se exhibe el emblemático de
álgebra de cactus que es el origen histórico del mismo: C‚pAq, el complejo
de Hochschild de un álgebra asociativa. Esto se consigue relacionando (vía
la suspensión operádica) la de�nición original de álgebra de Gerstenhaber-
Voronov [GV95] con la de álgebra de cactus.

Luego se presenta la relación entre álgebras tridendriformes y álgebras de
cactus, surgida a partir de comentarios de M. Ronco sobre una versión
preliminar de la tesis. Como aporte original, se obtiene que toda álgebra
tridendriforme d.g. es un álgebra de cactus. Más precisamente, si tD es el
operad que axiomatiza las álgebras tridendriformes (ver de�nición 2.21,
también resulta la suspensión del operad presentado en [Cha02, 3.2]) se
tiene un mor�smo de operads d.g. (ver 2.13): Cacti Ñ tD. Esto se consigue
basandose en lo conocido para el caso no graduado [Ron00, BR10].

Un álgebra de brace es un álgebra sobre el suboperad B (no d.g,) de los
cactus de dimensión máxima. Estos junto con el cactus 12 generan todo
Cacti. Un álgebra de brace simétrica (ver [LM05, 2]) es una variante de
álgebra de brace invariante por la permutación de (algunas) entradas. Ante
la sugerencia de M. Ronco de estudiar de que manera dar un análogo a las
braces simétricas en el caso de Cacti nos permitimos sugerir una de�nición de
álgebra de cactus simétrica. Esto es, valiéndonos de la correspondencia entre
estructuras preLie y de brace simétricas (ver [LM05, OG05]) y del hecho de
que se tiene P Ă B Ă Cacti donde P es el operad preLie (suspendido), La
propuesta es considerar SymCacti, el suboperad (d.g.) generado por P y 12 :

SymCacti “
B

1

2

, 12

F

operad

Ă Cacti

De esta manera, se tiene una estructura de brace simétrica en el sentido
de [LM05] con un producto asociativo compatible.
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En el capítulo 3 se estudia el producto inducido por el mor�smo de operads

A ãÑ Cacti
m2 ÞÑ

12

Este producto es asociativo y no conmutativo. Sin embargo, existe una ho-
motopía que resuelve la falla de la conmutatividad:

δ

ˆ

1

2
˙

“ 12 ´ 1 2

Por lo tanto es conmutativo en la homología de cualquier Cacti-álgebra.
Si se quiere un producto equivalente (en homología) pero conmutativo se
puede considerar el producto dado por 12

`
1 2 . Al hacer esto se pierde

la propiedad asociativa. El resultado principal del capítulo, el teorema 3.8,
muestra que este nuevo producto resulta asociativo a menos de homotopía.
Esto es, construye explícitamente un mor�smo

A8
η
ÝÑ Cacti

m2 ÞÑ
12
`

1 2

Este mor�smo se consigue vía la factorización (no obvia a priori)

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

donde en los dos generadores (como operad) de Ap2q8 de aridad dos son
asignados a 12 y 1 2 . El mor�smo µ se construye de manera inductiva a vía
˝ y ‚, dos construcciones sencillas. Este par de operaciones y la composición
con el elemento que da la homotopía para la conmutatividad se encuentran
íntimamente relacionadas:

u˝
´ u‚

“ ˘ 1

2

˝1 u´ u ˝n 1

2

para u un cactus con cierta propiedad. Esto da lugar a un comportamiento
particular con el diferencial del operad Cacti y por lo tanto permite demostrar
que µ es un mor�smo de operads.
Por otra parte se describe la imagen del mor�smo η. Es decir, si mn es
el generador (como operad) de A8 en aridad n y ηpmnq “

ř

uPC1pnq u se
determina el conjunto C 1pnq de manera sencilla.
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Como aplicación, se ilustra el caso del producto cup. Es un resultado clásico
que el operad Cacti actúa en C˚pAq el complejo de Hochschild de un álgebra
asociativa A [GV95, BF04, MS02, Kau07]. El producto estudiado corresponde
ni más ni menos que al producto cup de C˚pAq. Por lo tanto, la simetrización
del producto cup es asociativa a menos de homotopía.

En el captítulo 4 se estudian un tipo particular de Cacti-álgebras. Más
precisamente, se estudian las álgebras de la forma TV para V un espacio
vectorial, con la graduación tensorial. Dado que TV es un álgebra asociativa
(libre) con el producto tensorial, nos concentraremos en el caso en que la
estructura de Cacti álgebra sea coherente con esto. Es decir, se tiene

12
px, yq “ xb y

De esta manera, la estructura de Cacti álgebra extiende (de�nición 4.3) la de
álgebra asociativa. Pediremos además (motivados en el ejemplo del complejo
de Hochschild) cierta condición de compatible con el grado (de�nición 4.4).
Esta condición, en particular implica que el producto ˚ dado por

x ˚ y :“ p´1q|x| 1

2

px, yq

que, en principio, es pre-Lie, resulta asociativo al restringirlo a V . Notar que
esto ocurre también en el ejemplo de Hochschild ya que, al restringirse a
grado uno, la operación en cuestión es la composición de funciones.

Consideramos H “ V ‘ k1H donde 1H es el neutro formal de ˚. Se muestra
(ver teorema 4.10) que el producto ˚ y el coproducto inducido por el dife-
rencial dan lugar a una estructura de biálgebra en H. Más aún, si se tiene
una biálgebra pH,∆, ˚, ε, 1Hq asociativa unitaria y counitaria, se considera V
el ideal de aumentación, entonces TV tiene determinada una estructura de
Cacti-álgebra, que extiende a la de álgebra asociativa y es compatible con el
grado.

Esta construcción se relaciona con la construcción bar de la siguiente manera.
SiH es una coálgebra, se tiene en TV una estructura de dg-álgebra asociativa.
En caso de que además H sea una biálgebra (c.f. [Men04, Kad05]), esta
estructura se extiende a una Cacti-álgebra compatible con el grado.

Luego se estudia qué implicancias (ver lema 4.12) tiene dicha propiedad sobre
los mor�smos en la categoría de Cacti álgebras. Se concluye a partir de esto
que la construcción cobar da lugar a una equivalencia de categorías entre

5



biálgebras y álgebras de cactus compatibles con el grado.

Otra implicación de dicho estudio es el teorema 4.16. El mismo dice que si se
tiene un álgebra (d.g.) A y una biálgebra (d.g.) H, el conjunto de estructuras
de H-módulo álgebra en A están en correspondencia biunívoca con los mor-
�smos TV Ñ C‚pAq de Cacti álgebras (ambas son compatibles con el grado).
Dada un álgebra d.g. A, este teorema determina para cada estructura de
H-módulo álgebra en A, un mor�smo de álgebras de Gerstenhaber

H‚
pΩpHqq Ñ HH‚

pAq

En el apéndice A se presenta el operad Cacti como el operad algebraico
dado por las cadenas singulares del operad topológico de Cactus [Vor05] al
considerar sus cadenas celulares. En cierto sentido y a modo de motivación,
puede pensarse un cactus como una super�cie in�nitesimal. Siguiendo este
modo de pensar, se presenta el operad topológico como un operad relacionado
a las teorías de campos conformes desde la perspectiva de Segal [Seg04].
De esta manera, las cadenas de este operad se relaciona con las teorías
topológicas conformes [Wit88, Get94, Kon95].

Se comienza por el paso desde una teoría de campos clásica a una teoría
cuántica, para luego estudiar el caso de las teorías conformes y de ahí llegar
a los operads de cactus topológico y Cacti. El mismo describe, desde una
perspectiva personal, la motivación del autor para estudiar el operad de
cactus. De esta manera, el material allí expuesto no es necesario, desde un
punto de vista estricto, para el desarrollo y comprensión de los resultados
expuestos en el capítulo 2. Es por eso que nos permitimos la licencia de
utilizar un lenguaje matemático no del todo preciso. En otras palabras, se
sacri�ca rigurosidad en la exposición con el objetivo de hacerla más entendible
y amena.

En este apéndice se comienza por introducir brevemente teorías de campos
como contextualización de las teorías conformes. En el mismo se describe un
formalismo matemático para tratar teorías de campos. Desde este punto de
vista, se de�ne una teoría de campos como un funtor que parte de alguna
categoría de cobordismo y toma valores en espacios vectoriales (o espacios de
Hilbert). La simetría de la teoría está codi�cada en la categoría de cobordismo
elegida. No se busca la completa (no posible aún) rigurosidad matemática
para de�nir teorías cuánticas sino exponer las ideas físicas detrás de los
objetos matemáticos que nos interesan.
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En la siguiente sección, la más importante del apéndice, se toma como punto
de partida las teorías conformes desde la óptica de Segal [Seg04] y se busca
llegar al operad de Cacti.
Se de�ne una teoría conforme como un funtor (proyectivo)

U : RS Ñ Hilb

desde la categoría (de cobordismo) de super�cies de Riemann (super�cies
compactas con una estructura compleja) a espacios de Hilbert. Como aporte
conceptual en la presentación podemos mencionar el hecho de incluir el
semigrupo de difeomor�smos de S1 como �echas en la categoría.

Luego se estudia la subcategoría C dada por los cilindros. Al restringir la teo-
ría se tiene una representación U : CÑ Hilb. Esta induce una representación
(unitaria) del álgebra de Virasoro. De manera recíproca, cualquier represen-
tación de este tipo se extiende a una representación de C. En consiguiente, se
estudian dichas representaciones y de qué manera están determinadas, a su
vez, por sus vectores de peso máximo. Se presenta también la equivalencia
entre este concepto y la de�nición de Segal de campo primario. A partir de
ahí se introduce la correspondencia estado-operador.

Dado que toda super�cie se puede descomponer en cilindros y pantalones
(super�cies de género nulo con tres componentes de borde), una teoría con-
forme queda determinada por su valor en ellas. En otras palabras, el valor
de una teoría en las super�cies de género nulo la determina. Es por eso que
restringimos a S0 la subcategoría de super�cies con sólo un círculo saliente
y género nulo. Se presenta en consecuencia al operad de cactus (topológico)
como un caso �límite� o �in�nitesimal� de super�cies de S0. Por último se
propone el estudio del operad de cadenas de Cactus como un modelo de
juguete para teorías topológicas conformes [Wit88, Get94, Kon95, Cos07] a
género cero.

En el apéndice B se adjunta y explica el código utilizado para los cómputos
del capítulo 2. Este código ha sido fundamental para la investigación del
operad Cacti. El hecho de implementar dicho operad en la computadora ha
generado una arena donde generar ejemplos y experimentar conjeturas.
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Capítulo 1

Operads

En este capítulo se presentan los conceptos básicos de la teoría de operads
(planares o no simétricos) que se utilizarán como lenguaje a lo largo de
todo el trabajo. Los operads [May72] buscan abstraer y modelar el concepto
de operación. Un operad es esencialmente una colección de operaciones de
distinta aridad junto con la composición parcial de las mismas [LV12, MSS02].
Esta composición parcial entre dos operaciones consiste en reemplazar el
resultado de una en una de las entradas de la otra. La exposición se basa
principalmente en [LV12] en cuanto a los contenidos, pero utilizamos la
notación de [Mur11].

Comenzamos presentando, como ejemplo de la de�nición, el operad A que
modela álgebras asociativas. A continuación damos la de�nición de operad
a través de composiciones parciales junto con otras de�niciones y ejemplos
básicos relacionados con este concepto. Luego se introducen los árboles como
un lenguaje para expresar operads dado por objetos combinatorios. Se tiene
así, por ejemplo, la construcción del operad libre.

En la sección 1.2, se expone el concepto de operad a menos de homoto-
pía [Sta63, BV73] de un operad dado. El enfoque respecto a este concepto, la
dualidad de Koszul [GK94] y la construcción cobar es más bien minimalista:
se presenta lo necesario para poder de�nir los operads A8 y Ap2q8 las versiones
a menos de homotopía de los operads A y Ap2q [Zin10].

En la última sección se introduce el concepto de operad simétrico, esto es, un
operad cuyas operaciones n-arias tienen una acción del grupo simétrico Sn
(junto con cierta compatibilidad). En dicha sección se discuten las diferencias
entre el concepto de operad simétrico y no simétrico, haciendo especial énfasis
en el uso de ambas nociones en el capítulo siguiente.
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1.1. De�niciones preliminares

Pongamos como ejemplo un álgebra asociativa. La misma consiste en un
espacio vectorial V conjuntamente con un producto asociativo x ¨ y para
x, y P V . El mismo es una operación binaria, llamémosla m2. Esto es,

m2 : V b V Ñ V

Esquemáticamente, se puede pensar como una caja con dos entradas y una
salida:

m2

Ahora bien, uno podría construir una aplicación ternaria a partir de m2 apli-
cando ésta dos veces: Se calcula el producto de dos elementos y el resultado
se multiplica por un tercero. Volviendo a la representación esquemática, esto
sería:

m2

m2

Llamemos a esta operación m2 ˝1 m2, donde la notación introducida ˝1

signi�ca justamente que el resultado una operación se utilizará en la primera
entrada de la otra. Esto es, para elementos x1, x2, x3 P V ,

pm2 ˝1 m2q
`

x1, x2, x3

˘

“ px1 ¨ x2q ¨ x3

Se podría haber calculado también m2 ˝2 m2, esto es:

m2

m2

Es decir, para elementos x1, x2, x3 P V ,

pm2 ˝2 m2q
`

x1, x2, x3

˘

“ x1 ¨ px2 ¨ x3q

Como justamente el álgebra es asociativa, tenemos que ambas operaciones
coinciden y de�nimos:

m3 :“ m2 ˝1 m2 “ m2 ˝2 m2

10



Es decir, se multiplican las tres entradas sin importar el orden en el que se
realizan las operaciones (pero sí respetando el orden de los elementos). En
cualquier aridad se puede realizar lo mismo, es decir, de�nir mn como el
producto de sus entradas sin importar la posición de los paréntesis.

Este ejemplo consiste entonces en una colección sencilla de operaciones n-arias.
Pasemos ahora a la de�nición de operad, para luego volver al mismo.

De�nición 1.1. ([LV12, 5.9.4][MSS02, 1.3][Mur11, 2.4 y 2.6]) Un operad (no
simétrico o planar) O en una categoría monoidal V consiste en:

Objetos tOpnqunPN0 que llamaremos operaciones n-arias.

Mor�smos (uno por cada n,m P N0, i P t1, . . . , nu)

Opnq bOpmq ˝iÝÑ Opn`m´ 1q

a los cuales llamaremos composiciones parciales.

Un elemento 1 P Op1q identidad para las composiciones parciales, es
decir, para cualquier wn P Opnq y cualquier i P t1, . . . , nu se tiene
wn ˝i 1 “ wn “ 1 ˝1 wn.

Las composiciones cumplen la siguiente asociatividad:

pwr ˝i wpq ˝j wq “

#

pwr ˝j wqq ˝i`q´1 wp si j ă i

wr ˝i pwp ˝j´i`1 wqq si i ď j ă p` i

cualesquiera sean wp P Oppq, wq P Opqq, wr P Oprq.

En este trabajo consideraremos operads en conjuntos, espacios topológicos y
espacios vectoriales (diferenciales graduados). En estos contextos, en general,
estudiaremos operads reducidos, esto es, Op0q “ H, Op1q “ 1 en el caso de
conjuntos y Op0q “ 0, Op1q “ x1y para espacios vectoriales. Es decir, todos
los operads serán reducidos si no se de�nen los espacios de operaciones 0-
arias y 1-arias de manera explícita (como, por ejemplo en los operads End a
continuación y S del capítulo A).

Ejemplo 1.2. Volvemos al ejemplo mencionado anteriormente, que llamare-
mos A. De�nido de manera precisa A es el operad (en espacios vectoriales)
dado por:

Ap1q “ x1y, Apnq “ xmny

mn ˝i mm “ mn`m´1. (En particular: mn ˝i 1 “ mn “ 1 ˝1 mn.)

11



Ejemplo 1.3. Para un espacio vectorial V , se puede considerar el operad
(en espacios vectoriales) EndpV q (ver [LV12, 5.2.11 y 5.9.8]) dado por:

EndpV qpnq “ HompV bn, V q

y para f P EndpV qpnq, g P EndpV qpmq, i P t1, . . . ,mu, la composición parcial
está dada por:

g ˝i fpv1, . . . , vn`m´1q “ gpv1, . . . , vi´1, fpvi, . . . , vn`i´1q, vn`i, . . . , vn`m´1q

cuya unidad es 1V , la identidad del espacio vectorial.

Ejemplo 1.4. Sea S el operad (en conjuntos) dado por

Spnq “ Sn el grupo de permutaciones de n elementos.

Para σp P Sp, σq P Sq, la permutación σp ˝i σq P Sp`q´1 está dada por:

`

σp ˝i σq
˘

pkq :“

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

σppkq si k ă i y σppkq ă σppiq

σppkq ` q ´ 1 si k ă i y σppkq ą σppiq

σqpk ` 1´ iq ` σppiq si i ď k ă i` q

σppk ` 1´ qq si k ě i` q y σppkq ă σppiq

σppk ` 1´ qq ` q ´ 1 si k ě i` q y σppkq ą σppiq

Es decir, la permutación resultante se obtiene reemplazando el valor
i-ésimo de σp por toda la permutación σq pero actuando en el conjunto
ti, . . . , i` q ´ 1u.

De�nición 1.5. Un mor�smo de operads O φ
ÝÑ P consiste en una colección

de mor�smos tOpnq φn
ÝÑ PpnqunPN0 que conmutan con las composiciones

parciales y que cumple φ1p1Oq “ 1P .

Para O un operad (en espacios vectoriales), una estructura de O-álgebra en
un espacio vectorial V consiste en un mor�smo O Ñ EndpV q.

Observación 1.6. El concepto usual de álgebra asociativa (no unitaria)
coincide con el de A-álgebra.

Operads diferenciales graduados

De�nición 1.7. Un operad en la categoría de espacios vectoriales diferen-
ciales graduados se abreviará dg-operad.
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En otras palabras, en un dg-operad los espacios Opnq son dg-espacios vec-
toriales y, por consiguiente, es parte de la estructura una graduación | ¨ | en
cada uno de ellos y un diferencial

d : Opnq Ñ Opnq

En cuanto a la de�nición de las composiciones parciales, se toma la noción
estándar de mor�smo en esta categoría, esto es, mor�smo lineal de grado
nulo compatible con el diferencial. En concreto, las ˝i deben cumplir:

|v ˝i w| “ |v| ` |w|

dpv ˝i wq “ dv ˝i w ` p´1q|v|v ˝i dw

Observación 1.8. Notar que la construcción del ejemplo 1.3 se puede gene-
ralizar de manera canónica a dg-operads. Se consideran mor�smos (ahora sí)
de cualquier grado y el diferencial está dado por: df “ d ˝ f ´ p´1q|f |f ˝ d.
Para un dg-operad O, una O-álgebra consiste en un dg-espacio vectorial V
y un mor�smo (de dg-operads)

O Ñ EndpV q.

Proponemos la siguiente convención en el contexto de álgebras sobre un
operad O. Si ν P Opnq, µ P Opmq, x1, . . . , xn´1, y1, . . . , ym P V , convenimos

`

ν˝iµ
˘

px1, . . . , xn´1, y1, . . . , ymq “ p´1qεν
`

x1, . . . , xi´1, µpy1, . . . , ymq, xi, . . . , xn´1

˘

donde ε “
´

ři´1
j“1 |xj|

¯´

|µ| `
řm
j“1 |yj|

¯

.

A modo de ejemplo y para �jar notación en el caso de operaciones binarias,
sea V un espacio d.g. con una estructura de O-álgebra d.g. Sea ‹ P Op2q.
Para x, y P V , la expresión x‹ y se de�ne como

x‹ y “ p´1q|x||‹| ‹ px, yq

De esta manera, vemos que el hecho que ‹ sea asociativa se traduce en

px‹ yq‹ z “ x‹ py ‹ zq

p´1q|x||‹|
`

‹ px, yq
˘

‹ z “ p´1q|x||‹| ‹
`

x, py ‹ zq
˘

p´1qp|x|`|y|`|‹|q|‹| ‹
`

‹ px, yq, z
˘

“ p´1q|y||‹| ‹
`

x,‹py, zq
˘

p´1qp|x|`|y|`|‹|q|‹| ‹
`

‹ p¨, ¨q, ¨
˘

px, y, zq “ p´1qp|y|`|x|q|‹| ‹
`

¨,‹p¨, ¨q
˘

px, y, zq

En el lenguaje de las composiciones parciales, la asociatividad se traduce en:

p´1q|‹||‹| ‹ ˝1‹ “ ‹ ˝2 ‹

13



Observación 1.9. Todo operad en espacios vectoriales puede pensarse co-
mo operad diferencial graduado con graduación y diferencial triviales. Por
ejemplo, el operad A puede pensarse de esta manera. En el contexto de dg-
operads, una A álgebra es un álgebra d.g. (ya que Bm2 “ 0 se traduce en
dpa.bq “ da.b` p´1q|a|a.db).

Recordemos que si V es un espacio d.g. se de�ne su suspensión ΣV en el
mismo espacio base con graduación

| ¨ |ΣV “ | ¨ |V ` 1

y diferencial
dΣV “ ´dV

Similarmente, se de�ne la desuspensión, Σ´1V , donde del grado original se
sustrae la unidad.

Introduciremos a continuación el concepto de suspensión de un operad. Aun-
que no sea crucial en el desarrollo de la tesis, será cómodo contar con él en
la última sección del capítulo 2.

De�nición 1.10. Sea O un operad diferencial graduado, la suspensión ope-
rádica ΣO está determinada al considerar

`

ΣO
˘

pnq :“ Σn´1Opnq

con las composiciones parciales heredadas de O.

En el caso de un óperad simétrico (ver sección 1.3) se debe además tensorizar
el espacio Σn´1Opnq con la representación signo (ver de�nición [MSS02, 3.13],
o el apartado [LV12, 7.2.2])

Teniendo en cuenta la identi�cación ΣEndpV q » EndpΣ´1V q (c.f. [MSS02,
3.16]) se tiene la siguiente relación entre álgebras sobre O y ΣO.

Observación 1.11. A partir de la suspensión, se tiene una relación 1-1 entre
las estructuras de O-álgebra en V y las estructuras de ΣO-álgebras en ΣV .

SiO está dado por generadores y relaciones sabemos que ΣO tiene los mismos
generadores pero subidos en grado (su aridad menos uno). A partir de la
observación anterior se pueden calcular de manera sencilla las relaciones que
de�nen ΣO.
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Operads y árboles

Como se entrevé en la introducción de este capítulo, los operads pueden
representarse de manera grá�ca por medio de árboles cuyos vértices internos
(ver de�nición abajo) codi�can las operaciones y el árbol mismo de qué
manera éstas se componen (es decir, de qué manera el resultado de una sirve
como entrada en otra). De hecho, veremos que el operad libre en un conjunto
de operaciones está dado por los árboles etiquetados por dicho conjunto. A
continuación, daremos la de�nición de árbol que utilizaremos en el resto de
la monografía.

De�nición 1.12. Un árbol árbol (planar reducido con raíz) de n hojas T
consiste en un grafo grafo dirigido (i.e. conjunto simplicial 1-dimensional),
contráctil y con las siguientes propiedades:

Los vértices de valencia1 1 están etiquetados por 0, 1, . . . , n. El vértice
etiquetado por 0 corresponde a la raíz del árbol y el resto a las ho-
jas. Llamaremos internos a los vértices que no son hojas ni la raíz.
Notaremos por inpT q al conjunto de todos los vértices internos.

El grafo está dirigido hacia la raíz. Es decir, desde cualquier vértice
existe un (único) camino dirigido que termina en la raíz. Esto implica
que, salvo la raíz, cada vértice tiene una sola arista saliente. La cantidad
de aristas entrantes a un vértice v se llamará la aridad de dicho vértice
y la notaremos como arpvq. Los vértices de aridad 0 son exactamente
las hojas. Por de�nición, la raíz debe tener aridad 1.

No hay vértices internos con aridad 1, es decir, el árbol es reducido.
Equivalentemente, no hay vértices de valencia 2 ya que esto sería tener
una arista entrante y una saliente.

Las hojas tienen un órden total, ya que se corresponden con el conjunto
t1, . . . , nu. Al representar grá�camente un árbol en el plano, lo haremos
de manera tal que este orden se lea en sentido horario.

De manera análoga al punto anterior, se tiene un orden total en las
aristas entrantes a un vértice v, lo que lo hace un árbol planar. Al
representarlo grá�camente, se leerá en sentido horario.

1Cantidad de aristas que con�uyen en el vértice, sean éstas entrantes o salientes.
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Como convención, pensaremos a las hojas numeradas de izquierda a derecha.
Llamaremos n-corola al árbol de n hojas y un solo vértice interno. Un ejemplo
de una corola de cinco entradas es:

1

++

2

��

3

��

4

��

5

ss‚

��
0

Podemos omitir dibujar las �echas si consideramos un árbol siempre dirigido
hacia abajo, es decir, la raíz es el vértice que está más abajo en el dibujo.
Como puede verse, en este ejemplo las etiquetas están ordenadas en sentido
horario desde la raíz (y por este motivo, las podemos omitir en el dibujo).

De�nimos ahora T , el operad de árboles. El mismo consiste en el operad
(en conjuntos) cuyas operaciones son T pnq “ tárboles con n hojasu y donde
la composición parcial i-ésima consiste en pegar la raíz de un árbol a la i-
ésima hoja del otro. Las hojas del árbol resultante se etiquetan con el orden
descripto anteriormente.

Por ejemplo, para P T p7q, P T p6q, resulta

˝1 “

˝3 “

˝6 “

La siguiente observación nos muesta una manera equivalente y más compacta
de codi�car un árbol (planar).

Observación 1.13. Un árbol T de n hojas consiste en un conjunto (que
llamaremos también T ) de subconjuntos de t1, . . . , nu con las siguientes
propiedades:
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Para cada i P t1, . . . , nu, consideraremos que tiu P T (que serán las n
hojas).

t1, . . . , nu P T . (O sea, el conjunto de todas las hojas siempre lo
pensaremos como parte de T , ya que corresponde a la raíz.)

Cada v P T es una lista de números correlativos (es decir, existen i ď j
tales que v “ ti, . . . , ju).

v X v1 ‰ H ùñ v Ă v1 ó v Ą v1

El conjunto de vértices del árbol será T con una arista v Ñ v1 si v Ą v1 de
manera inmediata, es decir v Ą w Ą v1 ùñ w “ v ó w “ v1. Agregamos el
vértice 0 y una arista t1, . . . , nu Ñ 0.

Los subconjuntos que de�nen el árbols pueden pensarse como una expresión
con llaves en el conjunto 1, . . . , n, por ejemplo

“ tt1, 2ut3, 4ut5, 6, 7uu

De esta manera, la composición parcial consiste en sustituir el i-ésimo ele-
mento de una expresión por toda la otra expresión etiquetando nuevamente
el resultado. Así, el ejemplo antes expuesto resulta:

tt1, 2ut3, 4ut5, 6, 7uu
looooooooooomooooooooooon

˝3 tt1, 2, 3ut4, 5, 6uu
looooooooomooooooooon

“ tt1, 2utt3, 4, 5ut6, 7, 8uu9ut10, 11, 12uu
loooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooon

De�nición 1.14. Para un conjunto graduado X “ tXnuně2 se de�ne el
operad libre (en la categoría de conjuntos) dado por X (que serán las opera-
ciones) de la siguiente manera:

T Xpnq “ tárboles con n hojas etiquetados en Xu

donde un árbol etiquetado en X consiste en un árbol con una asignación
que le hace corresponder a cada vértice interno v, un elemento xv P Xarpvq.
Observar que el árbol con una sola hoja (y ningún vértice interno) se considera
etiquetado. Más aún, resulta en la identidad del operad libre.
Llamaremos x a la n-corola etiquetada por un x P Xn. Observar que T X está
generado como operad por las corolas x con x P X, es decir, cualquier árbol
en T X se consigue de las x vía composiciones parciales.
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Ejemplos 1.15.

Si se considera Xn “ t‚u @n ě 2 se obtiene T X “ T

Si se considera X̂2 “ t‚u y X̂n “ H si n ‰ 2 se tiene T X̂ ãÑ T el
suboperad formado por los árboles binarios. Por ejemplo

T X̂p2q “ t u

T X̂p3q “

#

,

+

Si se considera rX2 “ t‚, ˝u y rXn “ H para n ą 2, T rX resulta el operad
de árboles binarios con vértices internos decorados por ‚ y ˝.

Por ejemplo , , , P T rXp4q.

De�nición 1.16. Dada una sucesión de dg-espacios vectoriales E “ tEnuně2

se de�ne el dg-operad libre FpEq de la siguiente manera:

FpEqpnq “
à

TPT pnq

â

vPinpT q

Earpvq

Éstos son dg-espacios vectoriales, con el diferencial y el grado extendido
naturalmente al producto tensorial, esto es:

dpxb yq “ dxb y ` p´1q|x|xb dy

|xb y| “ |x| ` |y|

Las composiciones parciales están dadas por el pegado de árboles. Esto es,
en los sumandos dados por árboles T1, T2 de n y m hojas respectivamente se
de�ne en esa componente la composición parcial vía la identi�cación:

´

â

vPinpT1q

Earpvq

¯

b

´

â

vPinpT2q

Earpvq

¯

ι
ÝÑ

â

vPinpT1˝Ti T2q

Earpvq

xb y ÞÑ ιpxb yq “: x ˝i y

Por ejemplo, si T1 “ , x “ x1 b x2 b x3 b x4 P E3 b E2 b E2 b E3 y

T2 “ , y “ y1 b y2 b y3 P E2 b E3 b E3 se tiene
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¨

˚

˝

, x1 b x2 b x3 b x4

˛

‹

‚

˝3

ˆ

, y1 b y2 b y3

˙

“

“

¨

˚

˝

, x1 b x2 b x3 b y1 b y2 b y3 b x4

˛

‹

‚

Si se elige una base para los espacios En, la descripción de FpEq puede
simpli�carse como se muestra en la siguiente observación.

Observación 1.17. Si En “ xXny el espacio vectorial con base Xn y lo
consideramos como dg-espacio con diferencial trivial, se tiene

FpEqpnq “ xT Xpnqy

Es decir, FpEq está generado (en cada aridad) como espacio vectorial por
los árboles etiquetados en los generadores de X. Más aún, las composiciones
parciales en FpEq corresponden a extender linealmente las de T X.

Volviendo al ejemplo anterior,

Si se considera Xn “ t‚u @n ě 2 se tiene, entonces, En “ x‚y. Luego

FpEqpnq “ xT pnqy

O sea, las operaciones n-arias consisten en combinaciones lineales de
árboles de n-hojas.

Si se considera X̂2 “ t‚u y X̂n “ H si n ‰ 2 se obtiene Ê2 “ x‚y (y
Ên “ 0 si n ‰ 2). Por lo tanto,

FpÊqpnq “ xT P T pnq : T binarioy

En otras palabras, las operaciones n-arias están generadas por los ár-
boles binarios de n-hojas. Por ejemplo,

FÊp2q “ x y

FÊp3q “ x , y
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Al considerar rX2 “ t‚, ˝u y rXn “ H para n ą 2, se tiene

F rEpnq “ xT rXpnqy

Así, por ejemplo, ` ´ 3 ´ P F rEp4q.

Pasemos ahora a la de�nición de algunos conceptos algebraicos básicos de la
teoría de operads que necesitaremos en la siguiente sección.

De�nición 1.18. Sea O un dg-operad. Un ideal de O consiste en una
colección de subespacios

Ipnq Ă Opnq
tal que µ P I ó ν P I implica µ ˝i ν P I.

Se puede de�nir entonces el operad cociente

`

O{I
˘

pnq “
Opnq
Ipnq

con composiciones parciales µ ˝i ν :“ µ ˝i ν.

Dado un subconjunto R de O (más precisamente, Rpnq Ă Opnq para cada
n P N), se de�ne el ideal generado por R al menor ideal que contiene a R,
esto es, la intesección de todos los ideales que contienen a R.

Ejemplos 1.19.

Consideremos el operad libre en una colección tXnuně2 y En “ xXny

como en la observación anterior. Sea Y una subcolección, esto es, Yn Ă
Xn para todo n ě 2 (podría ser Yn “ H). Se tiene el ideal I generado
(como espacio vectorial) en aridad n por los árboles etiquetados que
tienen algún vértice con etiqueta en Y .

Ipnq “ xtT P T Xpnq : algún vértice está etiquetado por Y uy

Al considerar el cociente, se obtiene

FpEq
I

» FpE 1q

donde E 1n “ xXny{xYny » xXnzYny.
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Veamos ahora otra descripición del operad A. Consideremos el operad
libre para X2 “ t‚u, esto es, libre en E2 “ x‚y, En “ 0 @n ‰ 2.

Recordemos que en este caso FpEqpnq “ xT P T pnq : T binarioy

Consideramos entonces I el ideal generado por el elemento

a :“ ˝1 ´ ˝2 “ ´ P FpEqp3q

Se tiene entonces
FpEq
I

» A

ya que FpEqpnq es el espacio vectorial generado por los árboles binarios
y en el cociente todos resultan identi�cados. Más precisamente, al
considerar el mor�smo

FpEqpnq ϕ
ÝÑ Apnq

T ÞÑ mn

se tiene I “ Kerϕ. Veamos esto. Como a P Kerϕ y éste es un ideal, se
tiene I Ă Kerϕ. Recíprocamente, se puede ver inductivamente (para
n ě 2) que dim pIpnqq “ 2n´1 ´ 1 y, dado que dim pFpEqpnqq “ 2n´1,
se sigue la igualdad.

Proposición 1.20. Sea O un dg-operad, su homología

HOpnq :“
Ker

`

Opnq d
ÝÑ Opnq

˘

Im
`

Opnq d
ÝÑ Opnq

˘

hereda una estructura de dg-operad (con diferencial trivial).

Demostración. El resultado se desprende de las siguientes dos propiedades

Kerpnq “ Ker
`

Opnq d
ÝÑ Opnq

˘

es un suboperad de O (y d|Ker “ 0).

Impnq “ Im
`

Opnq d
ÝÑ Opnq

˘

es un ideal de Ker.
Sean µ, ν P Ker, se tiene

dpµ ˝i νq “ dµ ˝i ν ` p´1q|µ|µ ˝i dν “ 0.

Por lo tanto, µ ˝i ν P Ker como se quería ver.
Ahora, sea µ P Im, esto es, Dξ : dξ “ µ. Luego, para ν P Ker, se tiene

dpξ ˝i νq “ µ ˝i ν ` p´1q|ξ|ξ ˝i dν “ µ ˝i ν.

Luego, µ ˝i ν P Im. Análogamente, se ve que ν 1 ˝j µ P Im para ν 1 P Im.
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De�nición 1.21. Un mor�smo de dg-operads φ : O Ñ P se dice una
equivalencia débil o un cuasi isomor�smo si cada φn : Opnq Ñ Ppnq es una
equivalencia débil de dg-espacios vectoriales (complejos de cadenas). Esto es
equivalente a que el mor�smo inducido φ : HO Ñ HP sea un isomor�smo.

1.2. Álgebras a menos de homotopía

En esta sección presentaremos el concepto de álgebra a menos de homotopía.
Esto consiste en dar, para un dg-operadO, un operadO8 donde las relaciones
de las operaciones originales de O han sido relajadas (se satisfacen a menos
de homotopía). Esta idea se formaliza considerando una resolución minimal
de O (un operad libre a menos de un diferencial (descomponible) [MSS02,
II.3.10] que sea débil equivalente al operad de partida).

En el caso de operads cuadráticos, un candidato a resolución minimal es
O8 “ ΩpO!q, la construcción cobar en el dual Koszul de O. Debido a que
sólo utilizaremos este concepto aplicado a los operads A y Ap2q, nos permi-
tiremos simpli�car estas construcciones. La simpli�cación para estos casos
particulares es notoria, ya que se trata operads cuadráticos generados por un
conjunto �nito de operaciones binarias que, además, resultan la linearización
de un operad de conjuntos (es decir, las relaciones que lo de�nen pueden
escribirse como igualdades). En ambos casos, sendas contrucciones dan lugar
a resoluciones minimales como se buscaba. Esto puede verse a partir del
método de reescritura [LV12, 8.1]

Aclaración: El material de esta sección no es requerido, en un sentido formal,
para el desarrollo del resto de la tesis. Es incluído aquí con la inteción de
contextualizar los objetos utilizados. A los efectos de autocontención del
manuscrito, puede pensarse los ejemplos 1.31 y 1.32 como de�niciones de
los operads A8 y Ap2q8 respectivamente. A partir de esto, se puede veri�car
de manera directa (y elemental) que los mor�smos

A8 Ñ A y Ap2q8 Ñ Ap2q

son equivalencias débiles y que los operads así de�nidos son resoluciones
minimales. Aún así, ante la ausencia de tal veri�cación, sólo serán utilizados
los objetos A8 y Ap2q8 en sí mismos. Es decir, los resultados del capítulo 3 no
requieren de la teoría de operads aquí expuesta, verbigracia, teoría homotó-
pica (y resoluciones minimales), (operads cuadráticos y) teoría de Koszul y
contrucción cobar.
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Operads cuadráticos

Un operad cuadrático es un operad dado por generadores binarios y relaciones
cuadráticas en los generadores. Pensando el operad libre como árboles eti-
quetados en los generadores, esto quiere decir que se consideran generadores
de aridad dos sujetos a relaciones dadas por (combinaciones lineales de)
árboles de altura dos (o sea, con dos vértices internos). Como mencionamos
anteriormente, nos restringiremos a operads de presentación �nita. Muchos
operads se pueden presentar de esta manera. En el contexto no simétrico,
el operad A que codi�ca álgebras asociativas es el ejemplo emblemático.
También el operad Ap2q, que de�niremos más adelante, es de este tipo.

De�nición 1.22. Un operad cuadrático (de presentación �nita) es un operad
de�nido por un conjunto �nito de generadores binarios y relaciones cuadrá-
ticas entre ellos. Más precisamente, se trata del cociente del operad libre en
un conjunto de generadores X “ X2 (o sea, Xn “ H si n ‰ 2) por un ideal
IpRq generado por relaciones R de la forma:

R Ă FxXyp3q “ xT Xp3qy

En aridad 3 dicho operad libre consiste en todos los árboles binarios etique-
tados en X2 (ya que X sólo tiene generadores de aridad 2). Es decir,

R Ă x x
y

, x
y

yx,yPX

El dg-operad cuadrático dado por X y R es entonces

OpX,Rq “ FxXy
IpRq

donce IpRq es el ideal generado por R.

Ejemplo 1.23. Como vimos en 1.19, A “ OpX,Rq para X “ tm2u y

R “ xm2 ˝1 m2 ´m2 ˝2 m2y

A modo de ejemplo de operad cuadrático, introduciremos aquí el operad
Ap2q, uno de los operads que utilizaremos en el capítulo 3. Al contrario de
lo hecho con el operad A, lo presentaremos primero como óperad cuadrático
para luego dar una descripción de las operaciones en cada aridad (y las
composiciones parciales). El operad Ap2q modela álgebras con dos operaciones
asociativas que además asocian entre ellas de una manera particular. Esto
es, dos operaciones ˝ y ‚ tales que:

p ˝ q˝ “ ˝p ˝ q, p ‚ q‚ “ ‚p ‚ q, p ‚ q˝ “ ‚p ˝ q, p ˝ q‚ “ ˝p ‚ q
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O, si pensamos a las operaciones ˝ y ‚ como corolas y ,

“ , “ , “ , “ ,

De�nición 1.24. [Zin10, ZBG12] De�nimos el operad Ap2q como OpX,Rq
para X “ tm˝,m‚u y

R “xm‚ ˝1 m‚ ´m‚ ˝2 m‚,m˝ ˝1 m‚ ´m˝ ˝2 m‚,

m‚ ˝1 m˝ ´m‚ ˝2 m˝,m˝ ˝1 m˝ ´m˝ ˝2 m˝y

Ahora, análogamente a lo hecho con A, podríamos también presentar el
operad Ap2q como generado (como dg-espacio) en cada aridad por un mξ

con ξ P t‚, ˝un´1 (en este caso diremos |ξ| “ n).

Es decir, se tiene:
Ap2qpnq “ xmξyξPt˝,‚un´1

donde tanto el diferencial como la graduación son triviales y las composiciones
parciales están de�nidas de la siguiente manera:

mξ1 ˝i mξ2 “ mpξ11,...,ξ
1
i´1,ξ

2
1 ,...,ξ

2
q´1,ξ

1
i,...,ξ

1
p´1q

para |ξ1| “ p, |ξ2| “ q e i : 1 ď i ď p.
Por ejemplo,

m‚˝˝‚ ˝4 m‚˝ “ m‚˝˝p‚˝q‚

donde el paréntesis está sólo para enfatizar la operación realizada.

En otras palabras, la composición i-ésima de un generador en aridad p y uno
en aridad q resulta en el generador etiquetado con los primeros i´ 1 valores
de la primera etiqueta, seguido de los valores de la segunda y completando
con los restantes valores de la primera.

Otro ejemplo similar de operad cuadrático es el operad Ax2y [Zin10, Dot09]
que las describe álgebras compatibles : espacios con dos productos asociativos
tales que la suma también es asociativa (o, equivalentemente, dos productos
tales que cualquier combinación lineal de ellos es asociativa).

Ejemplo 1.25. Se de�ne Ax2y “ OpX,Rq con X “ tm˝,m‚u y

R “xm‚ ˝1 m‚ ´m‚ ˝2 m‚,m˝ ˝1 m˝ ´m˝ ˝2 m˝,

m˝ ˝1 m‚ `m‚ ˝1 m˝ ´m˝ ˝2 m‚ ´m‚ ˝2 m˝y
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El hecho de que m˝`m‚ sea una operación asociativa quiere decir que existe
un mor�smo de operads:

AÑ Ax2y

m2 ÞÑ m˝ `m‚

Además, como RAx2y Ă RAp2q , se tiene un mor�smo natural:

Ax2y Ñ Ap2q

m˝ ÞÑ m˝

m‚ ÞÑ m‚

Componiendo ambos mor�smos, se tiene un mor�smo de operads:

AÑ Ap2q

m2 ÞÑ m˝ `m‚

además de los mor�smos obvios

AÑ Ap2q AÑ Ap2q

m2 ÞÑ m˝ m2 ÞÑ m‚

Por otra parte, un ejemplo trivial de Ap2q-álgebra se obtiene a partir de una
A-álgebra poniendo m˝ “ m‚ “ m2. En otras palabras, se tiene un mor�smo
de operads Ap2q p

ÝÑ A dado por ppm˝q “ ppm‚q “ m2.

El O8 de un operad cuadrático O
Dado un operad O, se busca un operad O8 que sea una resolución minimal.
Esto es, un operad libre a menos de un diferencial (descomponible) [MSS02,
II.3.10] tal que se tenga una equivalencia débil O8

„
ÝÑ O. En el caso de

los operads cuadráticos, se tiene un candidato: O8 “ ΩO! [LV12, 10.1], la
construcción cobar en su dual Koszul. Nos interesan las resoluciones de los
operads A y Ap2q, para los cuales este candidato funciona. Nuevamente, el
ejemplo emblemático (y el origen del concepto [Sta63]) es el de operad A,
que axiomatiza las álgebras asociativas. Recordemos que el mismo está dado
por una operación asociativa m2. En cada aridad hay una operación mn que
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consiste en multiplicar los elementos para cualquier posición de paréntesis.

El operadA8, que describe álgebras asociativas a menos de homotopía, estará
dado por una operación binaria m2 que no es asociativa. Sin embargo, la falla
de la asociatividad es corregida por una operación ternaria. Esto es, hay una
operación ternaria m3 tal que:

Bm3 “ m2 ˝1 m2 ´m2 ˝2 m2

Topológicamente, esto se puede pensar como una 1-celda cuyo borde son las
dos 0-celdas:

m2 ˝2 m2
m3 // m2 ˝1 m2

O bien, ÝÝÝÑ si representamos m2 “ y m3 “ .

Ahora bien, en el caso de un álgebra no asociativa, a partir de la operación
binaria pueden de�nirse cinco operaciones cuaternarias. Las mismas consisten
en, dados cuatro elementos, multiplicarlos asociando de todas las maneras
posibles. Es decir, todas las maneras de poner paréntesis a la expresión abcd
para a, b, c, d elementos del álgebra. Por supuesto, en un álgebra asociativa
estas operaciones coinciden. De manera grá�ca, lo podemos representar como
todos los árboles binarios posibles con cuatro hojas:

ppabqcqd papbcqqd pabqpcdq appbcqdq apbpcdqq

En un álgebra asociativa a menos de homotopía, usando que ÝÝÝÑ

vemos que dichas operaciones se relacionan unas con otras mediante:
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No es necesario que los dos caminos coincidan, pero sí deben hacerlo a menos
de homotopía. Es decir, la falla de que ambos caminos coincidan es corregida
por una operación m4:

Bm4 “ m2 ˝1 m3 `m3 ˝2 m2 `m2 ˝2 m3 ´m3 ˝3 m2 ´m3 ˝1 m2

Es importante notar cómo la ecuación algebraica tiene su interpretación geo-
métrica dada por la orientación y disposición de las 1-celdas en el pentágono.
Veamos un ejemplo más antes de dar la ecuación general.

En aridad n “ 5, a partir de la operación binaria pueden formarse 14
operaciones 5-arias, correspondientes a los 14 árboles binarios con 5 hojas.
Es decir, uno por cada manera de poner paréntesis en una expresión de 5
elementos.

Utilizando la relación ÝÝÝÑ , se pueden conectar entre ellas. Es decir,
se pueden armar 21 1-celdas correspondientes a combinar dos m2 y una m3.

A su vez, estas 1-celdas se relacionan entre sí vía m2 ˝1,2 m4, m3 ˝1,2,3 m3 y
m4 ˝1,2,3,4 m2. Geométricamente, podemos organizar esta información utili-
zando un poliedro como en la siguiente �gura.
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En un álgebra asociativa a menos de homotopía se pide entonces que exista
un m5 tal que:

Bm5 “

n´1
ÿ

i“1

ÿ

p`q“6

p´1qpi´1q`pp´iqq mp ˝i mq

Al continuar aumentando la aridad puede verse que para cada n P N se
tiene un polítopo de Stashe� [Sta63, BV73] que diagramáticamente describe
la ecuación:

Bmn “

n´1
ÿ

i“1

ÿ

p`q“n`1

p´1qpi´1q`pp´iqq mp ˝i mq

De�nición 1.26. Dado O “ OpX,Rq un operad cuadrático, se de�ne su
operad dual Koszul [LV12, 7.7.1] como O! “ OpX˚, RKq. Más precisamente,
identi�cando xXy » xXy˚, RK es el espacio ortogonal a R en

FxXyp3q “ x x
y

yx,yPX ‘ x
x
y

yx,yPX

respecto a la matriz

ˆ

I 0
0 ´I

˙

.

Por ejemplo, siO “ OpX,R “ 0q “ F xXy entoncesO! “ O pX,R “ FxXyp3qq
y viceversa.
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Ejemplos 1.27. A » A! [LV12] y Ap2q » pAp2qq! [ZBG12].

Demostración. Incluímos aquí la demostración de este hecho para ilustrar
la de�nición anterior. En ambos casos se demuestra por medio de sendos
cálculos directos a partir de la misma.

En el primer caso, recordemos que A “ OpX,Rq para X “ tm2u

R “ x

v1
hkkkikkkj

m2 ˝1 m2´

v2
hkkkikkkj

m2 ˝2 m2y

Calculemos entonces RK en el espacio Ap3q “ xv1, v2y. Las coordenadas del
generador de R en la base tv1, v2u son p1,´1q y la matriz del producto interno

es

ˆ

1 0
0 ´1

˙

. Dado que
`

1 ´1
˘

ˆ

1 0
0 ´1

˙ˆ

1
´1

˙

“ 0, deducimos RK “ R.

El segundo caso es completamente análogo. Recordemos que Ap2q “ OpX,Rq
para X “ tm˝,m‚u y R

R “xm‚ ˝1 m‚ ´m‚ ˝2 m‚,m˝ ˝1 m‚ ´m˝ ˝2 m‚,

m‚ ˝1 m˝ ´m‚ ˝2 m˝,m˝ ˝1 m˝ ´m˝ ˝2 m˝y

Llamemos

v‚‚
1 :“ m‚ ˝1 m‚ v

˝‚
1 :“ m˝ ˝1 m‚ v

‚˝
1 :“ m‚ ˝1 m˝ v

˝˝
1 :“ m˝ ˝1 m˝

v‚‚
2 :“ m‚ ˝2 m‚ v

˝‚
2 :“ m˝ ˝2 m‚ v

‚˝
2 :“ m‚ ˝2 m˝ v

˝˝
2 :“ m˝ ˝2 m˝

Consideramos la base tv‚‚
1 , v

˝‚
1 , v

‚˝
1 , v

˝˝
1 , v

‚‚
2 , v

˝‚
2 , v

‚˝
2 , v

˝˝
2 u. Las relaciones se es-

criben de manera simple en esta base, ya que

R “ xv‚‚
1 ´ v‚‚

2 , v
˝‚
1 ´ v˝‚

2 , v
‚˝
1 ´ v‚˝

2 , v
˝˝
1 ´ v˝˝

2 y

De esta manera, resulta evidente que cada generador de R es ortogonal a sí

mismo (respecto a la matriz

ˆ

I4ˆ4 0
0 ´I4ˆ4

˙

) y, como en el caso anterior, se

tiene RK “ R.

Como ejemplo, podemos mencionar también que el dual Koszul del operad
Ax2y es el operad que describe las álgebras totalmente compatibles [Zin10].

Ejemplo 1.28. El dual Koszul del operad Ax2y es el operad [Zin10, Dot09]
pAx2yq! “ OpX,Rq para X “ tm˝,m‚u y relaciones

“ , “ , “ “ “
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Para un dg-operad cuadrático O “ OpX,Rq, consideremos el operad ΩO!,
donde Ω es la construcción cobar (ver [GK94][3.2] y [LV12][6.5]).
De esta manera, el operad ΩO! está generado de manera libre por las opera-
ciones de O! y el diferencial bar desarma un generador en la suma de todas
las posibles maneras de obtenerlo como composición de dos operaciones enO!.

Observemos que se tiene un mor�smo natural

ΩO!
Ñ O

de�nido por x ÞÑ x para x P X2.

Este mor�smo inducido en homología es siempre un isomor�smo en grado
cero, H0O8

»
ÝÑ H0O. Esto se debe en primer lugar a que la componente en

grado cero de O8pnq consiste en los árboles binarios de n hojas etiquetados
en operaciones binarias de OpX,RKq que resultan, precisamente, el conjunto
X. Por otra parte, en grado uno se tienen los árboles (de n hojas) que tienen
exactamente un vértice con aridad tres y el resto de aridad dos etiquetados en
una operación ternaria y el resto binarias de OpX,RKq respectivamente. Una
operación ternaria en OpX,RKq consiste en la clase de equivalencia (dada
por la relacion RK) de un árbol binario etiquetado en X. Se puede veri�car
de manera directa que la imagen por el diferencial cobar de las corolas
etiquetadas de tres hojas consiste en R mirada dentro de la componente
cero del operad O8. De esta manera, la imagen de la componente de grado
uno es xRy mirada dentro O8 y por lo tanto el mor�smo mencionado induce
es un isomor�smo en la homología de grado cero.

De�nición 1.29. Un operad se dice Koszul si el mor�smo natural ΩO! Ñ O
es una equivalencia débil. En este caso, consideraremos O8 :“ ΩO!.
Más adelante, en la proposición 1.36, veremos que los operads A y Ap2q son
Koszul.

A continuación veremos qué se obtiene por medio de esta construcción en el
caso de los operads A y Ap2q. Es decir, explicitaremos los operads A8 y Ap2q8 .
Estos operads serán necesarios en el capítulo 3. Por otra parte, son los únicos
operads �a menos de homotopía� que juegan un papel imporante en esta tesis.
Es por eso que hemos decidido mantener las construcciones involucradas lo
más sencillas posibles.
Notar que en ambos ejemplos, son autoduales Koszul 1.27 y por lo tanto será
A8 “ ΩA y Ap2q8 “ ΩAp2q.
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La siguiente observación muestra de qué manera se simpli�ca el cálculo de
la construcción cobar en el caso de los operads A y Ap2q. Esto se debe a
que éstos son linealizaciones de operads de conjuntos �nitos en cada aridad.
Por lo tanto, por una parte, los espacios de operaciones son de dimensión
�nita y triviales como dg-espacios. Mientras, por otra parte, las composiciones
parciales son particularmente sencillas. A los efectos de autocontención de la
tesis, se puede pensar la observación como una de�nición.

Observación 1.30. Sea O un operad de conjuntos �nito en cada aridad
y notemos por Ô a su linealización. La construcción cobar(ver [GK94, 3.2]
y [LV12, 6.5]) en Ô, resulta considerar el operad libre en O

ΩÔ “ xT Oy

con la siguiente estructura de operad diferencial graduado.

Si a P T O su grado2 es:

|a|B “ n´#paristas internas de T q ´ 2

Así, por ejemplo, las corolas tienen grado n´ 2 y los árboles de grado
cero son exactamente los binarios.

El diferencial bar de�nido para un x P Opnq por

dBpxq “
ÿ

x“y˝Oi z

p´1qpi´1q`pp´iqq y ˝T O
i z

donde p, q son tales que n “ p` q´ 1 y la suma es sobre todas las ma-
neras de conseguir x P Opnq como composición de y P Oppq, z P Opqq.

Recordemos que x, y, z denotan las corolas etiquetadas por x, y, z res-
pectivamente. Como T O está generado como operad por las corolas, el
diferencial queda de�nido extendiendo por composición y linealmente.

2En general, se considera la suspensión del operad Ô. Como en el caso particular que
estamos considerando el operad O tiene graduación trivial, preferimos directamente
explicitar los grados de las operaciones.
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Ejemplo 1.31. Explicitemos el operad A8 :“ ΩpA!q “ ΩpAq. Recordemos

Ap1q “ x1y, y para n ě 2, Apnq “ xmny

Es decir, está generado (linealmente) por una sola operación en cada aridad.
Por lo tanto al considerar la colección X “ tXnuně2 formada por los genera-
dores (es decir Xn “ tmnu) se tiene,

ΩpAqpnq “ xT Xpnqy

El diferencial bar, queda de�nida por su valor en las corolas
..n..

:

dB
` ..n.. ˘

“

n´1
ÿ

i“1

ÿ

p`q“n`1

p´1qpi´1q`pp´iqq p

q

i

Por ejemplo: dB
` ˘

“ ´

Ejemplo 1.32. Ahora, presentemos de manera explícita el operad

Ap2q8 :“ ΩppAp2qq!q “ ΩpAp2qq

Recordemos que

Ap2qp1q “ x1y, y para n ě 2, Ap2qpnq “ xmξ : ξ P t˝, ‚upn´1q
y

Por lo tanto, al considerar Xp2q la colección dada por Xp2q
n “ t˝, ‚upn´1q

resulta

ΩpAp2qqpnq “ xT Xp2q
pnqy

En otras palabras, el operad ΩpAp2qq es el operad generado (libremente) por
las corolas etiquetadas por mξ y su diferencial queda de�nido por:

B
`

mξ

˘

“

n´1
ÿ

i“1

ÿ

ξ1˝iξ2“ξ

p´1qpi´1q`qpp´iqmξ1 ˝i mξ2

donde p “ |ξ1|, q “ |ξ2|, y ξ1 ˝i ξ2 :“ pξ11, . . . , ξ
1
i´1, ξ

2
1 , . . . , ξ

2
q´1, ξ

1
i, . . . , ξ

1
p´1q.

Equivalentemente, ξ1 ˝i ξ2 es la etiqueta correspondiente a mξ1 ˝
Ap2q
i mξ2 .

Por ejemplo,

Bm‚˝ “ m˝ ˝1 m‚ ´m‚ ˝2 m˝
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En el capítulo 3 se construye un mor�smo Ap2q8
µ
ÝÑ Cacti decretando su valor

en los generadores mξ. Corroborar que efectivamente se haya de�nido un
mor�smo de operads consiste en veri�car µB “ δµ donde δ es el diferencial
de Cacti. Esta ecuación, a su vez sólo es necesaria veri�carla para cada mξ.
En el apéndice B se describe de qué manera esto se ha corroborado con la
ayuda de la computadora hasta etiquetas ξ de largo |ξ| “ 9 (lo que se traduce
en ecuaciones de miles de términos).

Pensamos una corolla de aridad n etiquetada por ξ P t˝, ‚upn´1q con el valor
de ξpiq dibujado entre la entrada i´ 1 e i, como puede verse en los siguientes
ejemplos.

m˝ “ , m‚ “ , m‚‚ “ , m‚˝˝‚˝‚ “

Así, el cálculo anterior, puede escribirse como

B

´ ¯

“ ˝1 ´ ˝2 “ ´

Por último, cabe mencionar que de manera análoga al operad A8, el operad
Ap2q8 se puede describir con polítopos de Stashe�. Es decir, la ecuación para
el valor del diferencial en los generadores puede esquematizarse con dichos
polítopos. En este caso, en cambio, se tiene en aridad n un polítopo por cada
generador. Es decir, en vez de un sólo polítopo, se tiene uno por cada etiqueta
ξ P t˝, ‚un´1. En aridad tres se tienen las siguientes 1-celdas:

ÝÝÝÑ , ÝÝÝÑ , ÝÝÝÑ , ÝÝÝÑ

En aridad cuatro, se tiene un pentágono por cada ξ P t˝, ‚u3, por ejemplo
para ξ “ p˝, ‚, ˝q se tiene

��

//

��

�� ��

33



Ejemplo 1.33. Aunque no sea crucial en el desarrollo de esta tesis, po-
demos mostrar, a modo de ejemplo, el operad Ax2y8 . Ya que este operad es
Koszul [Str08], el mismo será

Ax2y8 “ ΩAx2y!

Este operad está dado por [Zha13, 4.4]:

Ax2y8 pnq “ xma,b : n “ a` b` 1pi, j ě 0qy

con |ma,b| “ n´ 2 y diferencial dado por

Bpmi,jq “

n´1
ÿ

i“1

ÿ

a“r`u,b“s`v

p´1qpi´1q`qpp´iqmr,s ˝i mu,v

donde, p “ |mr,s|, q “ |mu,v|.

Podemos pensar que, si en el caso de Ap2q las corolas están etiquetadas por
tiras ξ P t˝, ‚un´1, en Ax2y! están etiquetadas por la cantidad de blancos y

negros. Es decir, como en Ax2y! las operaciones ˝ y ‚ se pueden intercambiar,
sólo importa la cantidad. Análogamente a lo que sucede en el operad Ap2q,
desde un punto de vista geométrico, se tiene un polítopo de Stashe� por cada
par a, b con a` b “ n´ 1.

Fijemos brevemente la siguiente notación. Diremos que rξs “ pa, bq para una
etiqueta ξ P t˝, ‚un´1 si la cantidad de veces que ˝ aparece en ξ es a y
la cantidad que ‚ aparece es b. Podemos formalizar lo dicho en el parrafo
anterior observando que se tiene un mor�smo de operads:

Ax2y8
ϕ
ÝÑ Ap2q8

ma,b ÞÑ
ÿ

rξs“pa,bq

mξ

Desde el punto de vista geométrico, esta aplicación le asigna a cada polítopo
de Stashe� correspondiente a un par pa, bq en Ax2y8 la suma de todos los
polítopos en Ap2q8 con etiquetas ξ tales que rξs “ pa, bq.

Por otra parte, se tiene un mor�smo A8 Ñ Ax2y8 dado por

A8
ψ
ÝÑ Ax2y8

mn ÞÑ
ÿ

a`b“n´1

ma,b
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Nuevamente, podemos pensar de manera geométrica que este mor�smo asig-
na al polítopo de aridad n enA8, la suma de los polítopos enAx2y8 etiquetados
por pa, bq tales que a` b “ n´ 1.

Tenemos entonces el siguiente corolario

Corolario 1.34. Toda Ap2q8 -álgebra es una Ax2y8 -álgebra y toda Ax2y8 -álgebra
es una A8-álgebra.

En el capítulo 3 de�niremos (ver 3.6) un mor�smo Ap2q8
µ
ÝÑ Cacti partiendo

de
ÞÑ

12
ÞÑ

1 2

El mismo tendrá la particularidad de que ambas operaciones son asociativas
y, por lo tanto tendremos m˝˝ “ m‚‚ “ 0 (no así m˝‚ y m‚˝). A partir de
el mor�smo µ conseguiremos un mor�smo A8

η
ÝÑ Cacti gracias a la relación

entre los operads A8 y Ap2q8 que resumimos en la siguiente observación

Observación 1.35. Se tiene el mor�smo de (dg-)operads φ “ ϕ ˝ ψ,

A8

φ

''ψ // Ax2y8
ϕ // Ap2q8

El mismo está de�nido en el generador de cada aridad de A8 como la suma
de los generadores de dicha aridad en Ap2q8 .

Más precisamente:

Apnq Ñ Ap2qpnq
mn ÞÑ

ÿ

|ξ|“n

mξ

Esto se utilizará más adelante para de�nir una estructura de A8-álgebra en
el operad Cacti (ver de�nición 2.4). Se construirá una aplicación Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

y se obtendrá la estructura de A8-álgebra mediante la composición:

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

En resumen, veremos que se tiene en toda Cacti-álgebra una estructura de
álgebra sobre el operad Ap2q8 que, en particular, es una estructura de álgebra
sobre los operads Ax2y8 y A8.
A continuación, para completar la presentación de los operads A y Ap2q,
veamos que ambos son Koszul.
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Proposición 1.36. A es Koszul (ver [LV12, 8.1.1]). También Ap2q es Koszul
(ver [LV12, 9.7.4] y [ZBG12]).

El resultado se consigue de manera análoga al caso del operad A vía el
método de reescritura que veremos a continuación. De hecho, es el ejercicio
9.7.4 en [LV12]. Daremos un bosquejo de la demostración aquí. Al momento
de escritura de esta tesis, el mismo resultado ha sido publicado en [ZBG12].

La siguiente de�nición y el teorema a continuación (ver [LV12, 8.1]) dan un
criterio para determinar si un operad cuadrático es Koszul, el llamado método
de reescritura.

De�nición 1.37. Sea OpX,Rq un operad cuadrático con un orden en X “

tµ1 ă ¨ ¨ ¨ ă µku. Las operaciones ternarias están generadas por tµi˝1µj, µi˝2

µju. Se impone el siguiente orden:

µi ˝2 µj ă µi ˝1 µj

µi ˝1|2 µj ă µk ˝1|2 µl si i ă k para cualesquiera j, l.

µi ˝1|2 µj ă µi ˝1|2 µk si j ă k para cualquier i.

Este orden de�ne una regla de reescritura de la siguiente manera.
Sea

ř

λi,s,jpµi ˝s µjq P R, donde λ0pµi0 ˝s0 µj0q es el mayor de los términos
(no nulos), entonces la regla de reescritura es

λ0pµi0 ˝s0 µj0q ÞÑ
ÿ

λi,s,j‰λ0

λi,s,jpµi ˝s µjq

Al término λ0pµi0˝s0µj0q lo llamaremos líder. Un monomio en tres generadores
µi ˝sµj ˝tµk se dice crítico si tanto µi ˝sµj como µj ˝tµk son términos líderes.
Dado un término crítico, se pueden aplicar las reglas de reescritura de dos
maneras. Si se llega (por los todos los caminos posibles) al mismo resultado
aplicando sucesivamente las reglas de reescritura a un término, éste se dice
con�uente.

Teorema 1.38. [LV12] Sea OpX,Rq un operad cuadrático. En la notación
de la de�nición anterior, si cada monomio crítico es con�uente entonces el
operad es Koszul.

Vía el método de reescritura, se tiene entonces el siguiente resultado.

Corolario 1.39. El operad Ap2q es Koszul.
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Demostración. Las reglas de reescritura son:

y
x

ÞÑ

y
x

para x, y P t˝, ‚u, es decir:

ÞÑ , ÞÑ , ÞÑ , ÞÑ

Los monomios críticos son los de la forma
y
z

x

para x, y, z P t˝, ‚u. Al calcular

los dos caminos de reescritura posibles, el pentágono queda con�uente:

y
z

x

��

//

y

z
x

��

x z
y

��

y
z

x

��
y
z

x

1.3. Operads simétricos

En la literatura, el concepto de operad de�nido anteriormente se suele llamar
operad planar u operad no simétrico y tiene su origen (aunque con diferente
notación) en el trabajo seminal de Gerstenhaber [Ger63] bajo la denomina-
ción sistema pre-Lie. El vocablo �operad� (debido a May [May72]) se utiliza
para denotar lo que nosotros llamaremos un operad simétrico. Este concepto
es sumamente útil para modelar álgebras en cuya de�nición se intercambian
entradas (conmutativas, de Lie, de Gerstenhaber, de Poisson, pre-Lie, etc).
Incluimos la de�nición en esta monografía debido a su importancia y para
evitar confusión, si bien es cierto que sólo utilizaremos el concepto de operad
simétrico en el capítulo 4 donde consideraremos la estructura simétrica del
operad Cacti. Por ejemplo, en el teorema 4.10 se da la descripción de las
Cacti-álgebras al considerar la estructura simétrica.
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De�nición 1.40. [LV12, 5.3.4] Un operad simétrico es un operad O con una
acción del grupo simétrico en n elementos Sn en Opnq para cada n P N tal
que las composiciones parciales son equivariantes. Es decir, con la notación
del ejemplo 1.4, se tiene

pwp ‚ σpq ˝i pwq ‚ σqq “ pwp ˝i wqq ‚ pσp ˝
S
i σqq

para ωp P Oppq, ωq P Opqq, σp P Sp, σq P Sq cualesquiera. Un mor�smo de
operads simétricos es un mor�smo de operads equivariante.

A continuación, mostramos brevemente las relaciones entre ambos conceptos.
Lo que resta del capítulo se basa principalmente en [LV12, 5.9.11].

Observación 1.41. Todo operad simétrico puede verse como operad (no
simétrico) olvidando la estructura (dada por las acciones de los grupos Sn).

Ejemplo 1.42. El operad End del ejemplo 1.3 es en realidad un operad
simétrico (ver [LV12, 5.2.11]). Al actuar con una permutación σ P Sn en una
f P sEndpV qpnq “ HompV bn, V q, se obtiene la función fσ dada por permutar
las entradas de f .

Cuando nos estemos re�riendo a él como operad simétrico, lo notaremos sEnd
para explicitar que se está teniendo en cuenta dicha estructura. Al presentarlo
en 1.3, lo hicimos como operad no simétrico, olvidando así (ver [LV12, 5.9.8])
la estructura simétrica.

También, de manera análoga al caso no simétrico, se tiene la noción de
O-álgebra en el contexto simétrico: un mor�smo de operads simétricos

O Ñ sEndpV q

Notar que si consideramos a ambos operads como planares, las nociones de
álgebra simétrica y no simétrica en general no coinciden. Dejaremos claro a
qué nos referimos en cada caso, especialmente en el capítulo 4.

Considerar un operad simétrico como planar tiene una construcción adjunta
que llamaremos la regularización de un operad. Para ser más precisos, �jemos
la categoría de trabajo V a dg-espacios vectoriales. Llamemos Opd a la
categoría de operads planares y OpdS a la categoría de operads simétricos.
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Observación 1.43. El olvido de la estructura simétrica es un funtor de la
categoría de dg-operads simétricos en la de dg-operads no simétricos. Este
funtor, que llamaremos Ou, tiene un adjunto S % Ou:

Opd
S ,,

OpdS

Ou
ll

Para un operad O, el operad SO se de�ne en cada aridad por el producto
tensorial de las operaciones n-arias y la representación regular de dimensión
n (ver [LV12, 5.9.11]), es decir:

SOpnq :“ Opnq b krSns

Podemos pensar esta construcción como agregar al espacio de operacio-
nes n-arias las operaciones que se consiguen de las originales permutan-
do las entradas. Por ejemplo, si Opnq “ xXny, con Xn un conjunto, será
SOpnq “ xtpx, σq P Xn ˆ Snuy.

Se llama regulares a los operads simétricos que provienen de regularizar un
operad no simétrico, o sea, a los operads simétricos en la imagen de S. No
todos los operads simétricos son regulares, es fácil ver que el operad sEndpV q
no lo es.

En lo que concierne al presente trabajo, el concepto de regularización de un
operad sólo es relevante en relación a los operads A y SA “ Ass (presentado
a continuación) y sus versiones a menos de homotopía.

Ejemplo 1.44. Sea Ass el operad simétrico dado por:

Asspnq “ xmnσ : σ P Sny “ xmnySn módulo libre » xSny

mpσ ˝i mqτ :“ pmp ˝
A
i mqqpσ ˝

S
i τq “ mp`q´1pσ ˝

S
i τq

Notar que Ass es la regularización del operad A. Por lo tanto, los mor�smos
de operads no simétricos A Ñ EndpV q están en correspondencia uno a uno
con los mor�smos de operads simétricos de Ass Ñ sEndpV q. Luego, las
nociones de A-álgebra y Ass-álgebra coinciden.

El siguiente ejemplo es central en la teoría de operads simétricos y, al mismo
tiempo, no es expresable de manera no simétrica (es decir, no proviene de
regularizar un operad planar).
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Ejemplo 1.45.
El operad simétrico Com [LV12, 5.2.10] que modela álgebras conmutativas
está dado por:

Compnq “ xmny, con acción trivial: mnσ “ mn @σ P Sn.

mp ˝i mq :“ mp`q´1

La noción de Com-álgebra es la de álgebra conmutativa. Observemos que se
tiene un mor�smo de operads:

AssÑ Com
mnσ ÞÑ mn

Vimos de qué manera de�nir operads (planares) mediante operaciones y
relaciones. Si bien lo hemos hecho en el contexto de operads no simétricos,
esto puede hacerse, de manera análoga, para operads simétricos. Llamemos
gEns a la categoría de conjuntos graduados y abreviemos por FpXq al operad
libre en un conjunto graduado, es decir, la linealización del operad libre en
conjuntos:

FpXq “ xT pXqy

Observación 1.46. Dado un conjunto graduado X “ tXnuě2, el operad
simétrico libre en X, FSpXq, es la regularización del operad libre en X:

FSpXq “ SFpXq

Esto se debe a que S y F son adjuntos a los funtores olvido:

gEns
F ,,

Opd
S ,,

Ou
ll OpdS

Ou
ll

Así, por ejemplo, puede de�nirse el operad Lie (que codi�ca álgebras de Lie)
como un operad cuadrático (análogamente a la de�nición 1.22)

Ejemplo 1.47. El operad Lie [LV12, 5.2.10] está generado por una operación
binaria c2 (el corchete) que es antisimétrica (o sea, cp1Ø2q

2 “ ´c2) sujeto a la
relación cuadrática dada por la ecuación de Jacobi.

Varias otras estructuras algebraicas pueden ser modeladas en el lenguaje de
operads simétricos, por ejemplo álgebras de Poisson y Gerstenhaber.
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Como se mencionó anteriormente, no es nuestra intención extendernos en
el concepto de operad simétrico ya que no es clave en el desarrollo de la
presente tesis. Sin embargo, consideramos pertinente mencionar lo siguiente.
En el capítulo 3, se estudiará qué ocurre al cambiar un producto asociativo
(no necesariamente conmutativo) por su simetrización (para volverlo conmu-
tativo). El producto estudiado está dado por el cactus 12 .

Los operads estudiados en dicho capítulo, X y Cacti, poseen una estructura
de operads simétricos (dada por intercambiar las etiquetas del codominio y
los lóbulos, respectivamente). El producto simetrizado está dado, entonces,
por la suma de dicho cactus y él mismo actuado por la transpocisión p1 Ø 2q:

12

`
12 p1Ø2q

“
12

`
1 2

De todas maneras, allí el concepto de operad simétrico no se utiliza, ya que

se explicita 12 p1Ø2q
“

1 2 .

En el siguiente capítulo, al de�nir el mor�smo de operads no simétricos
A8

η
ÝÑ Cacti se tiene, por la observación anterior, un mor�smo de operads

simétricos Ass8
rη
ÝÑ sCacti (donde Ass8 es la versión a menos de homotopía

de Ass [LV12, 9.2] y, al mismo tiempo, Ass8 “ SA8).

Para poder determinar qué datos se requieren para de�nir una sCacti álge-
bra, en la observación 2.9 se consideran generadores de sCacti como operad
simétrico, lo que debe interpretarse en el marco de la observación 1.46.

Más adelante (en el capítulo 4) se estudian sCacti-álgebras, es decir álgebras
sobre el operad simétrico. Para esto, previamente se establece la relación
entre álgebras sobre el operad Cacti y sobre el operad simétrico sCacti.

41



42



Capítulo 2

El operad Cacti

En este capítulo estudiaremos el operad Cacti [Kau07]. Este operad es lla-
mado originalmente H en [MS02] y codi�ca las álgebras de Gerstenhaber
y Voronov [GV95]. Con el objetivo de �jar una convención de notación y
signos, lo veremos como suboperad del operad de suryecciones de�nido por
Berger y Fresse en [BF04].

El capítulo se organiza de la siguiente manera.

En la primera sección se de�ne el operad X de suryecciones [BF04] del
cual Cacti será un suboperad. Así, las de�niciones y convenciones de signo
introducidas en esta sección (para X ) serán las que se utilizarán a lo largo del
resto del capítulo (para Cacti). Creemos que a considerar el operad X permite
dar una de�nición precisa de dichas de�niciones y convenciones. Lo que,
a su vez, es requisito indispensable para la implementación computacional
(descripta en el apéndice B) y los cálculos realizados

Se continúa de�niendo el operad de cactus haciendo énfasis en la notación por
medio de esquemas de cactus. Se revisan las de�niciones de las composiciones
parciales y el diferencial para presentar una interpretación geométrica de las
mismas en el operad de cactus. Si bien puede parecer super�uo, este cambio
en la notación ha sido fundamental ya que ha proporcionado la intuición
necesaria para las construcciones y resultados del resto del trabajo.

En la siguiente sección se presenta el comenta la estructura simétrica en el
operad Cacti y se lo presenta dado por generadores y relaciones.

En la última sección se presenta el ejemplo clásico [GV95] de Cacti-álgebra:
el complejo de Hochschild de un álgebra asociativa.
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2.1. El operad de suryecciones

En [BF04] se de�ne el operad de suryecciones X de la siguiente manera.

De�nición 2.1. Una función u : t1, . . . , n` ku Ñ t1, . . . , nu sobreyectiva se
dice no-degenerada si upiq ‰ upi` 1q para todo i.

Se de�ne X pnq como el espacio vectorial diferencial graduado cuya compo-
nente en grado k, X pnqk, está generada por las suryecciones no-degeneradas
u : t1, . . . , n` ku Ñ t1, . . . , nu.

Usualmente denotaremos una suryección u por su secuencia de valores,

u “
`

up1q, . . . , upn` kq
˘

.

Asimismo, si no hay riesgo de confusión, nos permitiremos omitir las comas
separadoras. Por ejemplo, p1, 2, 1q “ p121q.

El diferencial δ : X pnqk Ñ X pnqk´1 está dado por

δpuq “
n`k
ÿ

i“1

signoipuqδipuq

donde δi evita la i-ésima entrada de la secuencia,

δipuq “
`

up1q, . . . , ˆupiq, . . . , upn` kq
˘

.

con signoipuq de�nido como cero si δipuq ya no es una suryección no dege-
nerada y en otro caso está dado de la siguiente manera: se considera la sub-
secuencia de estos valores (los que signoipuq será no nulo), pupj1q, . . . , upjkqq
donde se omite la última aparición de cada valor 1, . . . , n y se de�ne

signojrpuq “ p´1qr´1,

signojpuq “ p´1qr si upjq es la última aparición de ese valor y upjrq la
penúltima.

Por ejemplo, para u “ p1213231q, al eliminar las apariciones del valor 2
queda una suryección degenerada. La subsecuencia mencionada en el párrafo
anterior es p1, 1, 3q y al calcular el diferencial, queda:

δu “ `p213231q ´ p123231q ` p121231q ´ p121321q ` p121323q
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Las composiciones parciales

˝t : X pnqk b X pmql Ñ X pm` n´ 1qk`l p1 ď t ď nq

están de�nidas de la siguiente manera:

Si u P X pnqk con r “ |u´1ttu|, entonces las r ocurrencias de t determinan
r ` 1 subsecuencias de u de siguiente manera:

u “ pu0, t, u1, t, . . . , ur´1, t, urq

Ahora, para una elección de índices 1 “ j0 ď ¨ ¨ ¨ ď jr “ m ` l, se tienen las
subsecuencias de v dadas por

vp “
`

vpiq
˘

jp´1ďiďjp

Se de�ne

u ˝t v “
ÿ

1“j0ď¨¨¨ďjr“m`l

˘pβu0, αv1, βu1, αv2, . . . , βur´1, αvr, βurq

donde las funciones α y β son

αpsq “ s` t´ 1, βpsq “

#

s si s ă t

s`m´ 1 si s ą t

Para de�nir el signo de cada término en la suma, consideramos el grado
relativo de una subsucesión u1 “ pupaq, upa ` 1q, . . . , upbqq respecto a la
sucesión original u P X pnqk. El mismo se de�ne como

|u1| “ 7ta ď i ă b : upiq “ upi1q para algún i1 tal que i ă i1 ď m` ku

esto es, la cantidad de valores (salvo el último) en la subsucesión u1 que se
repiten alguna vez más adelante en u.

El signo ˘ es el signo de Koszul para la permutación de los 2r símbolos:

u1, . . . , ur, v1, . . . , vr, ÞÑ v1, u1, . . . , vr, ur,

donde el grado de ur y uq para q ‰ r son los grados de pt, urq y pt, uq, tq
relativos a u y los grados de vp son los grados respectivos a v.

45



Ejemplo 2.2. Consideremos las sucesiones p121q P X p2q1, u P X pnqk, la
composición p121q ˝1 u P X pn` 1qk`1 está dada por

p121q ˝1 u “

n`k
ÿ

j“1

p´1q|u|j 8uj

donde |u|j es el grado relativo de pup1q, . . . , upjqq respecto a u y 8uj está dado
por reemplazar el j-ésimo valor de u por pupjq, n` 1, upjqq,

8uj “ pup1q, . . . , upj ´ 1q, upjq, n` 1, upjq, upj ` 1q. . . . , upn` kqq.

Por ejemplo si u “ p123141q, se tiene

8u1 “ p15123141q 8u2 “ p12523141q 8u3 “ p12353141q
8u4 “ p12315141q 8u5 “ p12314541q 8u6 “ p12314151q

y así

p121q ˝1 u “ p15123141q ` p12523141q ´ p12353141q

´p12315141q ´ p12314541q ` p12314151q

En el siguiente apartado, estudiaremos el suboperad de X dado por un tipo
especial de suryecciones: los cactus (de�nición 2.4). Veremos más adelante
que 8uj puede interpretarse geométricamente en Cacti como la operación dada
por pegar el lóbulo n` 1 sobre el j-ésimo arco. Al hacerlo, volveremos sobre
este ejemplo en la observación 2.7 y la de�nición 3.1, donde se presentan las
construcciones ˝ y ‚.

2.2. El operad de Cactus

De�niremos ahora el operad de Cactus como suboperad del operad X de
suryecciones. El mismo estará generado por cierto tipo de suryecciones que
llamaremos cactus. Continuamos valiéndonos de [BF04], ya que diremos que
Cacti “ X2, el segundo paso de la �ltración presentada en la observación
siguiente. Luego introduciremos una notación mediante la cual los cactus
pueden representarse de manera grá�ca (lo que justi�ca la nomenclatura).
Esto nos permite cierta intuición geométrica en las operaciones. Por eso,
revisamos la estructura de dg-operad desde esta notación.
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Observación 2.3. Se tiene una �ltración de suboperads [BF04]:

F1X Ă F2X Ă ¨ ¨ ¨ Ă FrX Ă ¨ ¨ ¨ Ă X

donde el r-ésimo paso de la �ltración está generado por las suryecciones u
para las cuales las subsecuencias ui,j formadas por los valores i y j no tienen
más de r variaciones. Esto es, para cada 1 ď i ă j ď n, si u´1pti, juq “
tk1, . . . , ksu entonces |tt : upktq ‰ upkt`1qu| ď r.
Por ejemplo, para u P X pnqk se tiene:

u P F1X si y sólo si u es una biyección (o sea, k “ 0).

u P F2X si y sólo si u no posee ninguna subsecuencia de la forma
pi, j, i, jq para 1 ď i ‰ j ď n cualesquiera.

El segundo paso de esta �ltración es, a menos de una convención de signo,
isomorfo al complejo de cadenas del operad de Cactus topológico sin espi-
nas [Kau07, KLP03].

De esta manera, consideraremos como de�nición del operad Cacti como dicho
suboperad, esto es:

De�nición 2.4. Llamaremos Cacti al suboperad F2X Ă X .

Decimos entonces que una suryección u : t1, . . . , n ` ku Ñ t1, . . . , nu es
un cactus si tiene no más de 2 variaciones (o sea, no posee subsecuencias
pi, j, i, jq con 1 ď i ‰ j ď n). Por ejemplo, p1232141q y p2123q son cactus,
pero p121312q no lo es. Llamaremos al dominio y el codominio del cactus
arcos y lóbulos respectivamente.

Representación geométrica de un cactus

Geométricamente, los cactus se representan un diagrama de lóbulos y arcos.
A continuación describiremos los diagramas a considerar y de qué manera
estos representan cactus. Las de�niciones formalizarán la siguiente idea: si
se tiene un dibujo de un cactus con sus lóbulos numerados, al recorrerlo en
sentido antihorario se produce una sucesión de números que corresponden
a los lóbulos que se van recorriendo, y así se tiene una función suryectiva
tarcosu Ñ tlóbulosu. Esta construcción es la que da la correspondencia entre
la descripción combinatoria y la geométrica.
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De�nición 2.5. Un esquema de cactus consiste en los siguientes datos.

Un número n P N que será la cantidad de lóbulos. Pensaremos los
lóbulos indexados por el conjuntos t1, . . . , nu.

Cada lóbulo tendrá una cantidad de puntos. Todo lóbulo tendrá siempre
un punto base que notaremos ‚i.

Cada lóbulo podrá tener (o no) otros puntos. Llamaremos Pi al conjunto
de estos puntos.

Consideraremos un punto extra, ‚ que será la raíz del cactus.

Un árbol T dirigido, planar y con raíz cuyo conjunto de vértices es

V pT q “ t‚, ‚1, ¨ ¨ ¨ ‚nu
n
ğ

i“1

Pi

y se debe cumplir:

• La raíz del árbol es ‚.

• HojaspT q Ă t‚1, ¨ ¨ ¨ ‚nu.

• Para todo 1 ď i ď n, p P Pi se tiene la arista pÑ ‚i.

• Se tiene para cada 1 ď i ď n, p P Pi una (única) arista ‚i Ñ p con
p “ ‚ o bien p P Pj con j ‰ i.

Notemos que, por de�nición, en cada vértice hay a lo sumo una única arista
saliente. De igual modo que antes, al representar el árbol podemos omitir
la dirección de las aristas pensando que el dibujo se encuentra orientado de
arriba hacia abajo.

Ejemplos: Para n “ 5, podemos considerar los esquemas dados por
P1 “ tau, P2 “ P4 “ P5 “ H, P3 “ tb, cu con árbol

‚4

‚5 a

‚1 ‚2

c b

‚3

‚
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k1 “ 2, ki “ 0 si i ‰ 1.

ρp1q “ ‚, ρp2q “ ρp4q “ 1, ρp3q “ ρp5q “ 2 con 2 ă 4 y 3 ă 5.

y P1 “ ta, bu, P2 “ P3 “ P4 “ P5 “ H con árbol

‚3 ‚4

‚5 ‚2

b a

‚1

‚

Notación. Un esquema de cactus se puede representar grá�camente de la
siguiente manera.

i. Por cada i se dibuja en el plano el lóbulo correspondiente, esto es una
curva cerrada simple y se la etiqueta (dentro) con i.

ii. En cada curva se marcan su punto base y los puntos Pi respetando el
orden cíclico del árbol.

iii. Se identi�can los puntos dados por las aristas del tipo ‚i Ñ p respe-
tando el orden cíclico en p (es decir, como los lóbulos que se intersecan
en p en el dibujo y los puntos base conectados directamente con p en el
árbol coinciden, deben estar dispuestos de la misma manera). el punto
base del i-ésimo lóbulo al punto ppiq.

Por convención, siempre dibujaremos un cactus con la raíz abajo y en el caso
de que varios lóbulos se peguen en un mismo punto, el orden en los mismos
como de derecha a izquierda.
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Los ejemplos anteriores se pueden dibujar de la siguiente manera:

‚4

‚5 a

‚1 ‚2

c b

‚3

‚

ÐÑ

4
15

3
2

‚3 ‚4

‚5 ‚2

b a

‚1

‚

ÐÑ 1
23

4

5

Observemos que se obtiene, por medio de este procedimiento, una �gura en
el plano formada por n curvas simples cerradas etiquetadas. En la misma se
encuentran marcados k` 1 puntos que corresponden a la raíz y los ki puntos
sobre cada lóbulo (es decir, si ki “ 7Pi se tienen 1`

ř

ki puntos marcados en
el dibujo). Los puntos k ` 1 puntos distinguidos determinan entonces n ` k
arcos (segmentos de curva entre dos de estos puntos).

Veamos ahora de qué manera un esquema representa una suryección. Al
considerar un esquema con n lóbulos y n ` k arcos, la suryección que le
corresponda será, entonces, la aplicación que a cada arco le asigna el lóbulo
al que pertenece. Para esto, debemos dar una manera de etiquetar los arcos
de un esquema con el conjunto t1, . . . , n ` ku. En otras palabras, debemos
distinguir un orden total en el conjunto de los arcos de un esquema.

Se de�ne un orden cíclico en el conjunto de arcos de las siguiente manera. La
orientación positiva (anti-horaria) de cada lóbulo induce una dirección en sus
arcos, es decir, determina sus puntos de inicio y �n. Supongamos que tenemos
un arco pñ q (es decir, un arco que comienza en p y termina en q) sobre un
lóbulo i. A partir del orden cíclico en el conjunto de lóbulos que se intersecan
en q, se considera j el lóbulo siguiente al i. En el dibujo del esquema, el
lóbulo j es el que siguiente a i cuando se leen los lóbulos que con�uyen en q
de manera antihoraria. En este lóbulo, hay un único arco q ñ r (es decir, un
único arco que comienza en q) y es éste el que se de�ne como sucesor de pñ q.

50



Por último, se de�ne como arco inicial al arco que comienza en la raíz y que
perteneciente al primer lóbulo que se pega en la misma (los lóbulos que allí
se pegan tienen un orden). De esta manera, se tiene un orden total en los
arcos de un esquema.

Grá�camente, este proceso corresponde a recorrer arco por arco el exterior
del dibujo en sentido antihorario comenzando en la raíz.

El orden total permite etiquetar los arcos por el conjunto t1, . . . , n` ku. De
esta manera se tiene una suryección de�nida como:

t1, . . . , n` ku Ñ t1, . . . , nu

arco ÞÑ lóbulo

Al aplicarle este proceso al ejemplo de esquema que vimos antes,

1
23

4

5

obtenemos el cactus de 5 lóbulos y 7 arcos p1, 2, 4, 1, 3, 5, 1q. Veamos unos
ejemplos más:

12 1

2

21

3

1

2

3

4

1

234

p1, 2q p1, 2, 1q p2, 1, 3, 1q p1, 2, 3, 2, 1, 4, 1q p1, 2, 3, 1, 4, 1q

Lo importante es que, dada una suryección que es un cactus, el proceso se
puede revertir. Se comienza de la raíz y se dibuja cada arco del esquema en
sentido antihorario. La propiedad de que la suryección en cuestión sea un
cactus permite, justamente, obtener un esquema como resultado.

En resumen, el proceso de leer un dibujo en sentido antihorario desde la raíz
da lugar a un único cactus y todo cactus puede obtenerse de esta forma.
Tenemos entonces una notación para los generadores del operad Cacti. A
continuación, presentamos de qué manera se pueden interpretar geométrica-
mente el diferencial y las composiciones parciales.
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Observación 2.6. En la representación grá�ca el diferencial se puede ver
como la suma de los cactus que se obtienen al eliminar los arcos que no son
lóbulos enteros. Más precisamente, si llamamos arco propio a un arco que no
es un lóbulo entero, el diferencial de un cactus se calcula como la suma de los
cactus que se obtienen al eliminar los arcos propios. El procedimiento para
determinar el signo del término correspondiente a cada arco es el siguiente.

Empezando desde la raíz y en sentido antihorario, se asigna alternadamente
` y ´ a cada arco propio salvo al último de cada lóbulo. Luego, al último de
cada lóbulo se le asigna el signo contrario al anteúltimo del mismo lóbulo.

Esto puede verse en el siguiente ejemplo:

1

2

3

4
4

1 2

3

1

2 3
4

1

23
4

1

2

3

4

1

2

3

4δ

Observación 2.7. La composición u ˝i v puede verse grá�camente como la
suma de todos los cactus posibles obtenidos por reemplazar el i-ésimo lóbulo
de u por todo el cactus v y luego plantar los subcactus de u que originalmente
estaban sobre el lóbulo i en todos los arcos posibles de v (manteniendo el
orden relativo de aquellos). Es decir,

i
..
. 1u

0u

2u

r+1u

ru

˝i v “
ÿ

˘

..
.

1u

0u

2u

r+1u

ru

v

El signo de cada término puede calcularse a partir de los dibujos de manera
sencilla. Los puntos base de los lóbulos (que no son la raíz) de cada término de
u˝i v corresponden a los puntos base de los lóbulos de cada uno de los cactus
(que no son la raíz) u y v. Los puntos base de cada cactus los pensamos
ordenados en sentido antihorario a partir de la raíz. Así, el signo de cada
término corresponde al signo de la permutación de los puntos de u seguidos
de los de v al orden en el que se encuentran en dicho término.
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Por ejemplo, si u es el cactus de 2.2, u “ p123141q “ 1

234

, se tiene

1

2

˝1 1

234

“ ` 1

234

5 ` 1

234

5

´ 1
2

3

4
5

´ 1

234

5

´ 1

234

5

` 1

234

5

donde las disposiciones de los puntos son ‚ ‚ � en la original y en los dos
primeros términos del resultado, ‚�‚ en los siguientes tres y �‚‚ en el último.

2.3. Cacti como operad simétrico

Es una buena oportunidad para describir la estructura de operad simétrico en
Cacti y de esta manera evitar confusiones entre ambos conceptos. En realidad,
el operad X tiene una estructura de operad simétrico con las permutaciones
actuando en el conjunto de llegada de las suryecciones (las etiquetas de los ló-
bulos en los cactus). Más precisamente, si u P X pnqk, u “

`

up1q, . . . , upn`kq
˘

una permutación σ P Sn actúa vía uσ “
`

σpup1qq, . . . , σpupn` kqq
˘

. En Cacti
esto se traduce en permutar las etiquetas de los lóbulos.

Por lo visto en la sección 1.3, los mor�smos de operads no simétricos de A8
en Cacti están en correspondencia con los mor�smos de operads simétricos
de Ass8 en sCacti. Por lo tanto, se deduce el siguiente corolario:

Corolario 2.8. El mor�smo η de�ne un mor�smo de operads simétricos
rη : Ass8 Ñ sCacti.

En el caso de una estructura de álgebra en un espacio V , tanto sCacti como
sEndpV q pueden verse como operads simétricos o no. De esta manera, una
sCacti-álgebra (es decir, considerando sCacti Ñ sEndpV q un mor�smo de
operads simétricos) es equivalente a una Cacti-álgebra con la propiedad de
que para todo cactus

uσpx1, . . . , xnq “ u
`

xσp1q, . . . , xσpnq
˘

Para concluir la presentación de la estructura simétrica, la siguiente observa-
ción muestra cuáles son los generadores de sCacti (como operad simétrico).
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Observación 2.9. Como operad simétrico, sCacti está generado por los
cactus

Cn “ 1
...n

2

“ p1, 2, . . . , nq

Bn “
1

2...n

3

“ p1, 2, 1, . . . , 1, n, 1q

por convención, B1 “ C1 “ p1q, el cactus con un sólo lóbulo.

Una manera de ver que esto es cierto es considerar para u un cactus, el
siguiente procedimiento que lo construye a partir de composiciones alternadas
de los generadores de tipo C y B. Dicho cactus tendrá alguna cantidad de
lóbulos en que se pegan en la raíz, digamos r. Comenzamos entonces con la
corola Cr. Sobre cada uno de estos lóbulos hay alguna cantidad de puntos, ki
(los mismos del esquema de cactus). Componemos en cada lóbulo i de Cr con
Bki . Tenemos entonces una r-corola donde en cada lóbulo pusimos ki puntos
y en cada uno de estos puntos hay un único lóbulo que lo tiene como base.
Ahora, en u, sobre cada uno de estos puntos hay alguna cantidad de lóbulos.
Componemos entonces en cada lóbulo de estos con la corola correspondiente.
Luego, en u, cada uno de estos nuevos lóbulos tiene alguna cantidad de puntos
y entonces componemos en ellos con el Bk correspondiente. Repitiendo este
procedimiento (componer alternadamente Cs y Bs) se obtiene un cactus que
es, al menos de una permutación en las etiquetas de los lóbulos, u.

Por lo tanto, para de�nir una sCacti-álgebra alcanza con describir cómo
actúan estos cactus y determinar que la acción del grupo simétrico está dada
por la permutación de las entradas. Veri�car que efectivamente se de�nió
sCacti álgebra implica ver que el mor�smo es compatible con el diferencial
(en los generadores) y veri�car las composiciones parciales entre pares de
generadores.

Esto es, para de�nir una estructura de sCacti-álgebra en un dg-espacio V ,
se pueden determinar (para cada a, b, b1, . . . , bm P V, n ě 1) los valores de
C2pa, bq y Bnpa, b1, . . . , bnq de manera tal que se veri�que

C2 de lugar a un producto asociativo (de grado cero)

Las operaciones Bn tienen grado n y cumplen las siguientes ecuaciones
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de compatibilidad (para a, b1, . . . , bn, c1, . . . , cm P V ).

pBn ˝1 Bmqpa, b1, . . . , bn, c1, . . . , cmq “ Bn

`

Bmpa, b1, . . . , bnq, c1, . . . , cm
˘

Las cuales, al explicitar Bn ˝1 Bm

Bn ˝1 Bm “
1

2...n

3

˝1
1

2...m

3

“
ÿ

posibilidades

˘

m+
1

...

m
+
n
-
1

m
+
2

1

2
...
m

3

(donde el signo está dado por la permutación de los puntos de Bn y
Bm como se describe en la observación 2.7), se obtienen las llamadas
identidades de braces.

Por otra parte, las operaciones deben veri�car (para a, b, c1, . . . , cm P V )

pBm ˝1 C2qpa, b, c1, . . . , cmq “ Bm

`

C2pa, bq, c1, . . . , cm
˘

.

Estas ecuaciones pueden interpretarse como una regla de distributivi-
dad al calcular de manera explícita Bn ˝1 C2

1

2...m

3

˝1
12
“
ÿ

k

2

3
...

1

k...m+1

k
+
1

Las acciones de C2 y Bn así de�nidas sean compatibles con el diferencial
de V , esto es δC2 “ rd, C2s y δBn “ rd,Bns. Como δC2 “ 0, se tiene
que el producto dado por C2 hace de V un álgebra asociativa d.g. En
cuanto al borde de Bm, recordemos que éste se escribe en función de
los generadores de la siguiente forma

δBm “ δ
`

1

2...m

3

˘

“ 1
2

...m

3

`

m´1
ÿ

i“2

p´1qi`1 1 2

..
.

m

i

i+1 ...

` p´1qm`1 1 2

...

m

3
m-1

lo que nos dice que en V debe ser

rd,Bns “
`

C2 ˝2Bm´1

˘p12q
`

m´1
ÿ

i“2

p´1qi`1Bm´1 ˝iC2`p´1qm`1C2 ˝1Bm´1
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Observación 2.10. A partir de la observación anterior, vemos que se puede
de�nir el diferencial de manera más elegante determinando su valor en los
generadores y extendiendo como derivación de las composiciones parciales.
Esto es, de�niendo

δCn “ 0

δBn “

n`1
ÿ

i“1

p´1qi`1
p1, 2, 1, . . . , ��ZZ1loomoon

i-ésimo 1

, . . . , 1, n, 1q

La forma en la que se introdujo anteriormente tiene la ventaja de ser una
fórmula que permute calcular el diferencial en cada elemento de la base (como
espacio vectorial) de cada Cactipnq de manera sencilla (y e�ciente). Esto
permite implementar el operad computacionalmente como se describe en el
apéndice B. Por ejemplo, si se quiere calcular el borde de p121341656761q
se puede aplicar la �receta� dada por la de�nición original sin pensar de qué
manera se escribe como composición de generadores. Desde ese punto de
vista, vale destacar el valor fórmula cerrada del trabajo de [BF04]. Si bien
es cierto que de�nir el borde de manera mínima en los generadores (de la
manera además natural que decís) es más económica y elegante desde un
punto de vista abstracto.

2.4. El complejo de Hochschild

Por último, mostraremos brevemente el ejemplo emblemático (y que da origen
al concepto [GV95]) de Cacti-álgebra: el complejo de Hochschild.

Sea A un álgebra asociativa. Denotemos por C‚pAq y H˚pAq a su complejo y
cohomología de Hochschild respectivamente. En el trabajo seminal [Ger63],
el autor identi�ca el producto cup (componer con el producto del álgebra)

pf ! gqpa1, . . . , ap`qq “ fpa1, . . . , apqgpap`1, . . . , ap`qq,

y la operación pre-Lie de cocadenas en el complejo de Hochschild:

f ˚ g “
p
ÿ

i“1

f ˝i g “
p
ÿ

i“1

fp. . . , gp. . . q
loomoon

i-ésimo lugar

, . . . q

(donde f : Abp Ñ A, g : Abq Ñ A).
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Estas operaciones, al pasar a la cohomología dan lugar a lo que posteriormen-
te se denominó un álgebra de Gerstenhaber. En [GV95] los autores consideran
las operaciones brace en el complejo de Hochschild.

ftg1, . . . , gmu “
ÿ

0ďi1ď¨¨¨ďimďn

fp. . . , g1, . . . , gm, . . . q

donde gj está insertada en la entrada ij-ésima de f . Las mismas son una
generalización de la operación pre-Lie anterior ya que ésta es ftgu.

Al operad que axiomatiza estas operaciones (el producto cup y las braces) lo
llamaremos GV , el operad de Gerstenhaber y Voronov.

De�nición 2.11. El operad d.g. GV que axiomatiza las álgebras de Gerten-
haber y Voronov [GV95] está generado por

M2 “ Y P GVp2q, |M2| “ ´1 y M1,n “ ¨t¨ ¨ ¨ un P GVpn` 1q, |M1,n| “ 0

tomamos como de�nición de grado al llamado | ¨ | “ deg´ 1 en [GV95]. En el
ejemplo del complejo de Hochschild este grado degpfq “ r para f : Abr Ñ A.
O sea, en la de�nición se considera el grado desuspendido del homológico.
Estos generadores están sujetos a ciertas relaciones. Para explicar estas re-
laciones de manera más clara, diremos cuándo un espacio d.g. V es una
GV-álgebra. Por una parte,M2 da lugar a un producto asociativo compatible
con el diferencial, esto es, BY “ 0. En otras palabras, el producto Y hace de
V un álgebra d.g. Por otra parte, las M1,n determinan en V lo que se llama
una estructura de álgebra de brace, es decir, cumplen

xtx1, . . . , xmuty1, . . . , ynu “
ÿ

0ďi1ď¨¨¨ďimďn

p´1qαxty1, . . . , yi1 , x1tyi1`1, . . . u, . . . , yim , xmtyim`1, . . . u, . . . , ynu

(donde α :“
řm
p“1 |xp|

řip
q“1 |yq| es el signo de Koszul de la expresión). Ade-

más, el producto y las braces veri�can la siguiente compatibilidad

px1 Y x2qty1, . . . , ynu “
n
ÿ

k“0

p´1qβx1ty1, . . . , yku Y x2tyk`1, . . . , ynu,

(aquí el signo de Koszul es β “ p|x2|`1q
řk
p“1 |yp|). Por último, el diferencial

de las braces está dado por

pBM1,nqpx, x1, . . . , xnq “ ´ p´1qp|x|`1q|x1|x1 ¨ xtx2, . . . , xn`1u

´ p´1q|x|
n
ÿ

i“1

p´1q|x1|`¨¨¨`|xi|xtx1, . . . , xi ¨ xi`1, . . . , xn`1u

` p´1q|x|`|x1|`¨¨¨`|xn|xtx1, . . . , xnu ¨ xn`1
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Dado que esta última identidad la utilizaremos más adelante, la reescribimos
como

M1,n “ ´pM2 ˝2 M1,n´1q
p12q

`M2 ˝1 M1,n´1 ´

n´1
ÿ

j“2

M1,n´1 ˝j M2

El siguiente lema, nos dice que GV y Cacti axiomatizan esencialmente la mis-
ma estructura algebraica (esto es, a menos de convención en la graduación).

Lema 2.12. Los operads GV y Cacti axiomatizan las mismas álgebras a
menos de grado. Más precisamente, un espacio (d.g.) V es un álgebra sobre
GV si y sólo si ΣV lo es sobre Cacti al identi�car

12
ØM2

1

2...n

3

ØM1,n´1

Demostración. La demostración consiste sencillamente en veri�car que las
relaciones que de�nen una GV álgebra en Σ´1V dan lugar a las que de�nen
una Cacti álgebra en V . Podemos escribir un elemento (homogéneo) v P Σ´1V
como 5v donde el símbolo 5 tiene grado (menos) uno y v el grado original en
V . A modo de ejemplo, veri�quemos la identidad de brace. Si, Σ´1V es un
álgebra sobre GV , se tiene

5xt5x1, . . . , 5xm´1ut5
1y1, . . . , 5

1yn´1u “

ÿ

0ďi1ď¨¨¨ďim´1ďn´1

p´1qα 5xt5y1, . . . , 5
1yi1 , 5x1t5

1yi1`1, . . . u, . . . , 5
1yim´1 , 5xm´1t5

1yim´1`1, . . . u, . . . , 5
1yn´1u

(donde α :“
řm´1
p“1 p|xp|´1q

řip
q“1p|yq|´1q). La misma identidad, la escribimos

una identidad de operaciones

5 ¨ t51¨, . . . , 5m´1¨ut5
1
1¨, . . . , 5

1
n´1¨u “

ÿ

0ďi1ď¨¨¨ďim´1ďn´1

˘ 5¨t51¨, . . . , 5
1
i1
¨, 51¨t5

1
i1`1¨, . . . u, . . . , 5

1
im´1

¨, 5m´1¨t5
1
im´1`1¨, . . . u, . . . , 5

1
n´1¨u

donde ahora el signo es el de la permutación de los símbolos 5 y 51. (La
identidad anterior se recupera al evaluar en px, x1, . . . , xm, y1, . . . , ynq.) En
Cacti esta relación se corresponde justamente con la que se tiene entre los
generadores Bm y Bn (vista en la sección anterior):

1

2...n

3

˝1
1

2...m

3

“
ÿ

posibilidades

˘

m+
1

...

m
+
n
-
1

m
+
2

1

2
...
m

3
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Recordemos que el signo es el de la permutaciónde los puntos de Bn y Bm

al leerlos en sentido antihorario desde la raíz (ver 2.7) y, de esta manera,
coinciden con el de la permutación de los 5 y 51.

La veri�cación de las demás relaciones en análoga.

Este lema, en combinación con la observación 1.11, dice que Cacti “ ΣGV .
De esta manera, tenemos un diccionario entre ambos conceptos.

Volviendo al complejo de Hochschild, se puede ahora traducir el resultado
clásico de [GV95] en el lenguaje de álgebras de cactus. Es decir, C‚pAq es
una Cacti-álgebra (considerando el grado homológico) de la siguiente manera:

Cacti Ñ sEndpC‚pAqq
12
“ p1, 2q ÞÑ cup

1

2

“ p1, 2, 1q ÞÑ ˚ (operación pre-Lie)

1

2...n

3

“ p1, 2, 1, 3, 1 . . . , 1, n, 1q ÞÑ n´ brace

En este contexto, el teorema 3.8 dice que la simetrización del producto cup
es asociativa a menos de homotopía en el sentido operádico. De acuerdo a lo
visto en la sección 1.3, tenemos un mor�smo explícito

Ass8 Ñ sEndpC‚pAqq
m2 ÞÑ cup` cupp1Ø2q

Por otra parte, en el capítulo 4 vemos que este ejemplo posee la propiedad
de compatibilidad con el grado allí estudiada. Obtenemos entonces (ver teo-
rema 4.16) que si H es una biálgebra (d.g.) unitaria y counitaria, las posibles
estructuras de H-módulo álgebra de A están en correspondencia uno a uno
con los mor�smos (de álgebras de cactus) ΩH Ñ C‚pAq.
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2.5. Álgebras tridendriformes y de cactus

El objetivo de esta sección es mostrar que toda álgebra tridendriforme d.g.
(ver de�nición 2.21) es una Cacti álgebra. Esto generaliza el trabajo de [Ron00,
BR10] en el caso no graduado. El estudio de este problema surge a partir de
comentarios de M. Ronco sobre una versión preliminar de esta monografía.
El resultado obtenido que relaciona Cacti y tD (ver 2.21) es el siguiente:

Teorema 2.13. Se tiene un mor�smo de operads (d.g.) Cacti Ñ tD. Es
decir, toda álgebra (q “ 0)-tridendriforme (d.g.) es una Cacti-álgebra.

En realidad, obtenemos un resultado similar. Consideramos el operad K (ver
de�nición 2.14) y vemos que existe un mor�smo de operads (d.g.) GV Ñ K.
Ya hemos visto que Cacti “ ΣGV y de manera análoga (esto es, a partir de
los argumentos de la observación 1.11) se tiene tD “ ΣK.

El mor�smo Cacti Ñ K es esencialmente (ver de�nición 2.15) el de�nido
en [Ron00, BR10] para el caso no graduado. Vemos en la de�nición que el
mismo sigue siendo válido como mor�smo en el caso graduado y veri�camos
la compatibilidad con el diferencial (ver lema 2.16).

Comencemos de�niendo, basándonos en [Cha02, sec. 3] el operad K y la
descripción de las álgebras sobre éste.

De�nición 2.14. El operad (d.g.) K [Cha02, 3.2] está generado por tres
operaciones binarias B,C y ‚ con | ‚ | “ 1, | B | “ | C | “ 0, sujetos a las
siguientes relaciones.

C ˝1 B “ B ˝2 C

C ˝1 C “ C ˝2 C`C ˝2 B

B ˝2 B “ B ˝1 B`B ˝1 C

C ˝1 ‚ “ ‚ ˝2 C

‚ ˝1 B “ B ˝2 ‚

‚ ˝1 C “ ‚ ˝2 B

‚ ˝1 ‚ “ ´ ‚ ˝2 ‚

Se de�ne el diferencial a partir de BC “ ‚ “ ´BB y en consecuencia B‚ “ 0.
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Dar una estructura de K-álgebra en un espacio d.g. pV, dq consiste en de-
terminar la acción de las operaciones binarias B, C y ‚ de manera que se
satisfagan para todo x, y, z P V (c.f. [Cha02, def. 3])

pxB yqC z “ xB py C zq

pxC yqC z “ xC py C`B zq

xB py B zq “ pxC`B yqB z

px ‚ yqC z “ x ‚ py C zq

pxB yq ‚ z “ xB py ‚ zq

pxC yq ‚ z “ p´1q|y|x ‚ py B zq

px ‚ yq ‚ z “ x ‚ py ‚ zq

Donde la condición de compatibilidad con el diferencial es

dpxC yq ´ dxC y ´ p´1q|x|xC dy “ p´1q|x|x ‚ y

dpxB yq ´ dxB y ´ p´1q|x|xB dy “ p´1q|x|`1x ‚ y

dpx ‚ yq ´ dx ‚ y ´ p´1q|x|`1x ‚ dy “ 0

Veamos ahora que toda K-álgebra es un álgebra de GV . Para esto adaptamos
la de�nición dada por [Ron00] de la construcción de las imágenes de las
operaciones M1,n a partir de las operaciones B y C. Con lo visto en 1.8 en
mente, el procedimiento es escribir la de�nición original en lenguaje operádico
y tomarla como de�nición para el caso graduado.

De�nición 2.15. Se de�ne el mor�smo de operads (basándonos en [Ron00]).

GV Ñ K
M2 ÞÑ M2 :“ ‚

M1,n ÞÑ M1,n

donde

M1,n :“
n
ÿ

i“0

p´1qn´i
´

p2C p3C . . . pi´ 1C iqq
˘

looooooooooooooomooooooooooooooon

i´1 entradas

B1
¯

C
`

ppi` 1B i` 2q . . .B nqB n` 1
˘

looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

n´i`1 entradas

(donde 1, ¨ ¨ ¨ , n` 1 indican el lugar de inserción de cada argumento.)
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De manera equivalente, llamando

♦ :“ pC ˝1 Bq
p12q

“ pB ˝2 Cq
p12q

ωkB :“
`

pp¨B ¨q . . .B ¨qB ¨
˘

“ B ˝1 ω
k´1
B P Kpkq

ωkC :“
`

¨Cp¨C . . . p¨C ¨qq
˘

“ C ˝2 ω
k´1
C P Kpkq

(considerando ω2
C “ C; ω2

B “ B, ω
1
B “ id “ ω1

C), M1,n se escribe de la
siguiente forma

M1,n “ p´1qn C ˝2ω
n
B `B

p12q
˝2 ω

n
C

`

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´ip ♦ ˝2 ω
i
Cq ˝i`1 ω

n´i
B

Vale mencionar (aunque no lo utilizaremos) que si un espacio d.g. V es una
K-álgebra, para elementos x, y1, . . . , yn P V , la fórmula es

M1,npx, y1, . . . , ynq “

“

n
ÿ

i“0

p´1qn´i`ε
´

py1Cpy2C. . . pyi´2Cyi´1qq
˘

Bx
¯

C
`

ppyiByi` 1q . . .Byn´1qByn
˘

donde ε “ |x|
`

i´1
ř

j“1

|yj|
˘

es el signo de Koszul de intercambiar x, y1, . . . , yi´1.

La expresión original de [Ron00, BR10] se recupera en el caso de V trivial-
mente graduado.

Lema 2.16. El mor�smo es de operads d.g.

Demostración. Si bien los resultados de [Ron00, BR10] son para el caso no
graduado, el hecho de que las operaciones B y C sean de grado 0 (y éstas sean
las que tienen mayor protagonismo en las identidades a veri�car) permite
reutilizar las demostraciones incluídas en estos artículos para probar que
M1,n cumplen la identidad brace (ver [Ron00, 5]) y la compatibildad entre
éstas yM2 (ver [BR10, 2.2] para el caso q “ 0). De esta manera, sólo queda
veri�car que el mor�smo es compatible con el diferencial.
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Calculemos primero los bordes de las operaciones ♦ , ωC, ωB

(i) En primer lugar, es inmediato a partir de la de�nición de ♦ que

B ♦ “M2 ˝1 B
p12q

´C ˝1Mp12q
2 “M2 ˝1 B

p12q
´ pM2 ˝2 Cq

p12q

(ii) Se tiene BωkB “ ´
řk´1
j“1 ω

k´1
B ˝jM2:

Bωk`1
B “ BpB ˝1 ω

k
Bq

“ pBBq ˝1 ω
k
B `B ˝1 Bω

k
B

“ ´M2 ˝1 ω
k
B ´B ˝1

k´1
ÿ

j“1

ωk´1
B ˝jM2

“ ´
`

ωkB ˝kM2 `

k´1
ÿ

j“1

ωkB ˝jM2

˘

“ ´

k
ÿ

j“1

ωkB ˝jM2

(iii) Se tiene BωkC “
řk´1
j“1 ω

k´1
C ˝jM2:

Bωk`1
C “ BpC ˝2 ω

k
Cq

“ pBCq ˝2 ω
k
C `C ˝2 Bω

k
C

“ M2 ˝2 ω
k
C `C ˝2

k´1
ÿ

j“1

ωk´1
C ˝jM2

“ ωkC ˝1M2 `

k
ÿ

j“2

ωkC ˝jM2

“

k
ÿ

j“1

ωkC ˝jM2

(iv) Ahora, calculemos términos que aparecen en BM1,n:

M2 ˝1 B
p12q

˝2 ω
i
C ˝i`2 ω

n´i
B “

`

pM2 ˝1 B
p12q
q ˝3 ω

n´i
B

˘

˝2 ω
i
C

“
`

pM2 ˝2 ω
n´i
B q ˝1 B

p12q
˘

˝2 ω
i
C

“
`

pM2 ˝2 pB ˝1 ω
n´i´1
B qq ˝1 B

p12q
˘

˝2 ω
i
C

“
`

ppM2 ˝1 Cq ˝2 ω
n´i´1
B q ˝1 B

p12q
˘

˝2 ω
i
C

“
`

M2 ˝1 ♦ ˝3 ω
n´i´1
B

˘

˝2 ω
i
C

“ M2 ˝1 p ♦ ˝2 ω
i
C ˝i`2 ω

n´i´1
B q
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donde se utiliza la asociatividad de la de�nición de operad y el hecho
‚ ˝2 B “ ‚ ˝1 C.

(v) De manera análoga (usando la misma identidad, pero al revés) al item
anterior, tenemos

pM2 ˝2 Cq
p12q

˝2 ω
i
C ˝i`2 ω

n´i
B “

`

pM2 ˝1 ω
i
Cq ˝i`1 C

˘σ
˝i`2 ω

n´i
B

“
`

ppM2 ˝1 Cq ˝3 ω
i´1
C q ˝i`1 C

˘σ
˝i`2 ω

n´i
B

“
`

ppM2 ˝2 Bq ˝3 ω
i´1
C q ˝i`1 C

˘σ
˝i`2 ω

n´i
B

“
`

M2 ˝2 p ♦ ˝2 ω
i´1
C ˝i`1 ω

n´i
B q

˘p12q

(donde σ “ p1, 2, 3, . . . , k, k ` 1, . . . , i, i` 1q.)

(vi) Juntando los items dos anteriores con (i), obtenemos

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´iB ♦ ˝2 w
i
C ˝i`2 w

n´i
B “

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´i
`

M2 ˝1 B
p12q

´ pM2 ˝2 Cq
p12q

˘

˝2 w
i
C ˝i`2 w

n´i
B

“

n´2
ÿ

i“1

p´1qn´iM2 ˝1 p ♦ ˝2 w
i
C ˝i`2 w

n´1´i
B q

` M2 ˝1 pB
p12q

˝2 w
n´1
C q

´

n´1
ÿ

i“2

p´1qn´i
`

M2 ˝2 p ♦ ˝2 w
i´1
C ˝i`2 w

n´i
B q

˘p12q

´ p´1qn´1
pM2 ˝2 Cq

p12q
˝3 w

n´1
B

“ ´M2 ˝1M1,n´1 ´ p´1qn´1M2 ˝1 p C ˝2 ω
n´1
B q

`
`

M2 ˝2M1,n´1

˘p12q
´
`

M2 ˝2 pB
p12q

˝2 ω
n´1
C q

˘p12q

Ahora, a partir de
`

M2 ˝2 pB
p12q

˝2 ω
n´1
C q

˘p12q
“

`

M2 ˝2 B
p12q
q ˝3 ω

n´1
C q

˘p12q

“
`

pM2 ˝1 Cq
p13q

˝3 ω
n´1
C

˘p12q

“ Mp12q
2 ˝2 ω

n
C

M2 ˝1 p C ˝2 ω
n´1
B q “ pM2 ˝1 Cq ˝3 ω

n´1
B q

“ pM2 ˝2 Bq ˝3 ω
n´1
B q

“ M2 ˝2 ω
n
B
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concluímos (volviendo a la ecuación anterior) que

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´iB ♦ ˝2 w
i
C ˝i`2 w

n´i
B `Mp12q

2 ˝2 ω
n
C ` p´1qnM2 ˝2 ω

n
B “

“
`

M2 ˝2M1,n´1

˘p12q
´M2 ˝1M1,n´1

(vii) Utilizando los items (ii) y (iii), veamos la relación entre los términos
de BM1,n donde aparecen BωC y BωB:

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´i ♦ ˝2

`

BwiC ˝i`2 w
n´i
B ` wiC ˝i`2 Bw

n´i
B

˘

“

“

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´i
´

♦ ˝2

´

i´1
ÿ

j“1

ωi´1
C ˝jM2

¯

˝i`2 w
n´i
B

` ♦ ˝2 w
i
C ˝i`2

´

´

n´i´1
ÿ

j“1

ωn´i´1
B ˝jM2

¯¯

“

n´1
ÿ

i“1

i
ÿ

j“2

p´1qn´i´1
´

♦ ˝2 ω
i
C ˝i`2 w

n´i´1
B

¯

˝jM2

´

n´1
ÿ

i“1

n´i´1
ÿ

j“i`1

p´1qn´i
´

♦ ˝2 ω
i
C ˝i`2 ω

n´i´1
B

¯

˝jM2

“

n
ÿ

j“2

n´2
ÿ

i“1

p´1qn´1´i
`

♦ ˝2 w
i
C ˝i`2 ω

n´i´1
B

˘

˝jM2

“

n
ÿ

j“2

´

M1,n´1 ´ p´1qn´1 C ˝2ω
n´1
B ´ Bp12q

˝2 ω
n´1
C

¯

˝jM2

“

˜

n´1
ÿ

j“2

M1,n´1 ˝jM2

¸

´ p´1qn C ˝2Bω
n
B ´ B

p12q
˝2 Bω

n
C

65



Ahora calculamos BM1,n

BM1,n “ B

˜

p´1qn C ˝2ω
n
B `B

p12q
˝2 ω

n
C `

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´i ♦ ˝2 ω
i
C ˝i`2 ω

n´i
B

¸

“ p´1qnM2 ˝2 ω
n
B ` p´1qn C ˝2Bω

n
B `M

p12q
2 ˝2 ω

n
C `B

p12q
˝2 Bω

n
C

`

n´1
ÿ

i“1

p´1qn´i
´

B ♦ ˝2 w
i
C ˝i`2 w

n´i
B ` ♦ ˝2 Bw

i
C ˝i`2 w

n´i
B ` ♦ ˝2 w

i
C ˝i`2 Bw

n´i
B

¯

“ pM2 ˝2M1,n´1q
p12q

´M2 ˝1M1,n´1 `

n´1
ÿ

j“2

M1,n´1 ˝jM2

Que es lo que queríamos ver (a menos de un signo global que se resuelve al
considerar BC “ ‚ “ ´BB).

Un ejemplo de álgebra sobre K
En este apartado, presentamos un ejemplo de álgebra sobre K. El mismo
consiste en el espacio de particiones (ordenadas) de conjuntos �nitos (orde-
nados). Se trata de la versión d.g. del ejemplo [BR10, 1.2 b)]. A continuación,
introducimos el espacio d.g. Π, siguiendo [Cha02, 1.1].

De�nición 2.17. Sea ti1 ă ¨ ¨ ¨ ă ipu Ă N (un conjunto ordenado �nito), al
que le asignamos el símbolo π :“ i1^¨ ¨ ¨^ ip. Llamemos |π| “ 7π´1 “ p´1.
Notar que |π| coincide con la cantidad de símbolos ^ en la expresión de π.
Para n P N, consideremos Πpnq el espacio vectorial generado por las parti-
ciones ordenadas de t1, . . . , nu. Esto se corresponde con las expresiones

π “ π1 b . . .b πr

donde cada i P t1, . . . , nu aparece en sólo uno de los πj. Por ejemplo:

Para n “ 1 sólo se tiene π “ 1

Para n “ 2, las posibles particiones son

1^ 2, 1b 2, 2b 1

Para n “ 3 algunas posibilidades son

3b 1^ 2, 1b 3b 2, 2^ 3b 1, 1^ 2^ 3
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Π será el espacio generado por todas las particiones ordenadas, esto es

Π :“
à

nPN
Πpnq “ xπ : π partición ordenaday

El grado de cada partición será

|π| :“
r
ÿ

i“1

|πi|

que coincide con la cantidad de símbolos ^ en la expresión.

A partir de dos subconjuntos π1 “ i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ip, π
2 “ i11 ^ ¨ ¨ ¨ ^ i1q se puede

considerar el único conjunto ordenado dado por la unión de ambos. Se quiere
que esta operación recuerde el trabajo hecho al reordenar, así, se de�ne

π1 ^ π2 :“ i1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ip ^ i
1
1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ i

1
q

Por ejemplo, si π1 “ 1^ 3^ 7 y π2 “ 2^ 5, resultan

π1 ^ π2 “ 1^ 3^ 7^ 2^ 5 “ ´1^ 2^ 3^ 5^ 7

π2 ^ π1 “ 2^ 5^ 1^ 3^ 7 “ ´1^ 2^ 3^ 5^ 7

Notar que se tiene en general

π1 ^ π2 “ p´1qp|π
1|`1qp|π2|`1qπ2 ^ π1

Para concluir la de�nición, se da el diferencial en Π a partir de su valor en
los generadores de la siguiente forma. Si π “ π1 b ¨ ¨ ¨ b πr, se de�ne

dpπq “
r´1
ÿ

j“1

p´1q|π1|`¨¨¨`|πj |π1 b ¨ ¨ ¨ b pπj ^ πj`1q b ¨ ¨ ¨ b πr

Notar que d es de grado `1, ya que se agrega un ^ en cada término.

A modo de ejemplo, consideremos π “ 1^ 3b 4b 2^ 5 y calculemos

dπ “ ´1^ 3^ 4b 2^ 5´ 1^ 3b 4^ 2^ 5

“ ´1^ 3^ 4b 2^ 5` 1^ 3b 2^ 4^ 5

Nos será util tener, dadas dos particiones π1 P Πpnq, π2 P Πpmq, la partición
que éstas de�nen en Πpn ` mq al considerar los subconjuntos originales de
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π1 y los subconjuntos de π2 desfasados en n. Sean π1 “ π11 b ¨ ¨ ¨ b π1r y
π2 “ π21b¨ ¨ ¨bπ

2
s . Si π

2
j “ i1^¨ ¨ ¨^ ip, llamaremos π̂2 :“ i1`n^¨ ¨ ¨^ ip`n.

Se de�ne en consecuencia

π1 b π̂
2
“ π11 b ¨ ¨ ¨ b π

1
r b π̂

2
1 b . . .b π̂

2
r`s

Así, por ejemplo si π1 “ 1^ 3b 4b 2^ 5 y π2 “ 2^ 3b 1^ 4, resulta

π1 ^ π̂
2
“ 1^ 3b 4b 2^ 5b 7^ 8b 6^ 9

A continuación introducimos el concepto de shu�e. Un shu�e es un tipo de
permutación mezcla manteniendo el orden dentro de distintos bloques.

De�nición 2.18. Sean k1, . . . , kp P N, n “
ř

ki. Un k1, . . . , kp-shu�e es una
permutación σ P Sn tal que

σp1q ă . . . ă σpk1q

σpk1 ` 1q ă . . . ă σpk1 ` k2q

...

σpk1 ` ¨ ¨ ¨ ` kp´1 ` 1q ă . . . ă σpnq

Llamaremos Shpk1, . . . , kpq al conjunto de los k1, . . . , kp-shu�es. Así, por
ejemplo,

1

��

2

''

3

''

4

uu

5

ww
1 2 3 4 5

es un 3, 2-shu�e.

También utilizaremos los siguientes subconjuntos de r, s-shu�es:

ShBpr, sq “ tσ P Sh : σpr ` sq “ r ` su

ShCpr, sq “ tσ P Sh : σprq “ r ` su

Sh‚pr, sq “ tσ P Sh : σprq “ r ` s´ 1, σpr ` sq “ r ` su

Observación 2.19. Es inmediato de la de�nición que para todo τ P Shpr, s, tq,
se tienen únicos σ P Shpr, sq, ω P Shpr ` s, tq, γ P Shpr, s ` tq y δ P Shps, tq
tales que

τ “ σω “ δγ

(donde σ y δ se piensan como la identidad sobre los elementos en los que no
están de�nidas). Esto da una correspondencia entre los pares pσ, ωq y pγ, δq.
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Proposición 2.20. Se tiene en Π una estructura de K álgebra dada por
(llamamos π “ π1 b π̂

2
)

π1 B π2 “
ÿ

σPShBpr,sq

p´1qεσπσ´1p1q b . . .b πσ´1pr`sq

π1 C π2 “
ÿ

σPShCpr,sq

p´1qεσπσ´1p1q b . . .b πσ´1pr`sq

π1 ‚ π2 “
ÿ

σPSh‚pr,sq

p´1qν`εσπσ´1p1q b . . .b πr“σ´1pr`s´1q ^ πr`s“σ´1pr`sq

En la fórmula, εσ es el signo de Koszul de intercambiar los πi según σ y
ν :“ |π21| ` ¨ ¨ ¨ ` |π

2
s´1| ` 1 “ |π2| ´ |π2s | ` 1.

Antes de la demostración, ilustremos con unos ejemplos las operaciones recién
de�nidas. Sea π1 “ 1 ^ 3 b 2 y π2 “ 2 b 1, luego π “ 1 ^ 3 b 2 b 5 b 4 y se
tiene entonces

π B π1 “ 1^ 3b 2b 5b 4` 1^ 3b 5b 2b 4` 5b 1^ 3b 2b 4

π C π1 “ 1^ 3b 5b 4b 2` 5b 1^ 3b 4b 2` 5b 4b 1^ 3b 2

π ‚ π1 “ ´1^ 3b 5b 2^ 4´ 5b 1^ 3b 2^ 4

Demostración. Veamos primero que dB “ ´‚. Para esto, calculamos

dpπ1Bπ2q “
r`s´1
ÿ

i“1

ÿ

σPShBpr,sq

p´1qαi,σπσ´1p1qb. . .bπσ´1piq^πσ´1pi`1qb. . .bπσ´1pr`sq

donde αi,σ “ εσ ` |πσ´1p1q| ` ¨ ¨ ¨ ` |πσ´1piq|. Ahora bien, si σ´1piq ď r y
r ă σ´1pi ` 1q ă r ` s (es decir, un índice corresponde a un subconjunto
de π1 y el otro a π2) en la suma se tiene un término hermano dado por
σ1 “ σpi, i` 1q. Notar que éstos términos se cancelan ya que

αi,σ ´ αi,σ1 “ εσ ´ εσ1 ` |πσ´1piq| ´ |πσ´1pi`1q|

” |πσ´1piq||πσ´1pi`1q| ` |πσ´1piq| ´ |πσ´1pi`1q| pmód 2q

” p|πσ´1piq| ` 1qp|πσ´1pi`1q| ` 1q ` 1 pmód 2q

pero en un término se encuentra el factor πσ´1piq ^ πσ´1pi`1q y en el otro
πσ´1pi`1q ^ πσ´1piq compensando el signo (ver 2.17).
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Se tiene entonces, al descartar de la suma los términos que se cancelan,

dpπ1 B π2q “
ÿ

σPShBpr,sq
1ďiăr`s

σ´1piq,σ´1piqăr

p´1qαi,σπσ´1p1q b . . .b πσ´1piq ^ πσ´1pi`1q b . . .b πr`s

`
ÿ

σPShBpr,sq
1ďiăr`s

σ´1piq,σ´1piqąr

p´1qαi,σπσ´1p1q b . . .b πσ´1piq ^ πσ´1pi`1q b . . .b πr`s

`
ÿ

σPSh‚pr,sq

p´1qαr,σπσ´1p1q b . . .b πr ^ πr`s

“ dπ1 B π2 ` p´1q|π
1|π1 B dπ2 ´ p´1q|π

1|π1 ‚ π2

De manera similar puede verse que se cumple dC “ ‚.

Veamos ahora que se satisfacen las relaciones que involucran B y C. Para
hacer más sencilla la lectura, llamemos, como antes, π “ π1 b π2 b π3.
Comencemos por el caso de la ecuación

pπ1 B π2qC π3 “ π1 B pπ2 C π3q

El miembro de la izquierda es
ÿ

σPShBpr,sq
ωPShCpr`s,tq

p´1qεσ`εωπσ´1ω´1p1q b . . .b πσ´1ω´1pr`s`tq

(notar que de la extensión de σ como la identidad no introduce ambigüedad
en los signos que ésta determina). Ahora, el segundo miembro es

ÿ

δPShBps,tq
γPShCpr,s`tq

p´1qεδ`εγπδ´1γ´1p1q b . . .b πδ´1γ´1pr`s`tq

Ambos miembros pueden escribirse como una suma sobre ciertos τ P Shps, r, tq.
Las τ son las mismas en ambos miembros ya que, bajo la correspondencia
dada por la observación 2.19, se tiene

σ P ShBpr, sq y ω P ShCpr ` s, tq ðñ δ P ShCps, tq y γ P ShBpr, s` tq

De esta manera, la ecuación se satisface si εσ ` εω ” εδ ` εγ pmód 2q. Pero
esto es inmediato ya que ambos coinciden con el signo análogamente de�nido
para τ , es decir, ετ “ |τ | ` κτ .
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Veamos ahora la ecuación

pπ1 C π2qC π3 “ π1 C pπ2 C`B π3q

A la izquierda se tiene
ÿ

σPShCpr,sq
ωPShCpr`s,tq

p´1qεσ`εωπσ´1ω´1p1q b . . .b πσ´1ω´1pr`s`tq

y a la derecha
ÿ

δPShCps,tq
γPShCpr,s`tq

p´1qεδ`εγπδ´1γ´1p1q b . . .b πδ´1γ´1pr`s`tq

`
ÿ

δPShBps,tq
γPShCpr,s`tq

p´1qεδ`εγπδ´1γ´1p1q b . . .b πδ´1γ´1pr`s`tq

“
ÿ

δPShps,tq
γPShCpr,s`tq

p´1qεδ`εγπδ´1γ´1p1q b . . .b πδ´1γ´1pr`s`tq

ya que ShCps, tq Y ShBps, tq “ Shps, tq. En este caso, la ecuación se sigue al
percatarnos de que en la correspondencia mencionada antes (ver 2.19) vale

σ P ShCpr, sq y ω P ShCpr ` s, tq ðñ δ P Shps, tq y γ P ShCpr, s` tq

El caso de la ecuación

pπ1 C`C π2qB π3 “ π1 B pπ2 B π3q

es completamente análogo al anterior, a partir de que se tiene

σ P Shpr, sq y ω P ShBpr ` s, tq ðñ δ P ShBps, tq y γ P ShBpr, s` tq

En resumen, tenemos dC “ ‚ “ ´dB, sabemos que se satisfacen las tres
ecuaciones

C ˝1 B´B ˝2 C “ 0

C ˝1 C´C ˝2 C´C ˝2 B “ 0

B ˝2 B´B ˝1 B´B ˝1 C “ 0
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y queremos ver las siguientes

‚ ˝1 B´B ˝2 ‚
loooooooomoooooooon

A

“ 0

‚ ˝1 C´ ‚ ˝2 B
loooooooomoooooooon

B

“ 0

C ˝1 ‚ ´ ‚ ˝2 C
loooooooomoooooooon

C

“ 0

‚ ˝1 ‚ ` ‚ ˝2 ‚
looooooomooooooon

D

“ 0

Ahora bien, al aplicar el diferencial a cada una de las ecuaciones del primer
grupo (a partir de ‚ :“ dC “ ´dB) obtenemos

A´ C “ 0

B ` C “ 0

A`B “ 0

Por lo tanto, sólo hace falta veri�car una de ellas. Por ejemplo, A:

pπ1 B π2q ‚ π3 “ π1 B pπ2 ‚ π3q

En el primer término tenemos
ÿ

σPShBpr,sq
ωPSh‚pr`s,tq

p´1qεσ`εω`νπσ´1ω´1p1q b . . .b πr`s ^ πr`s`t

Por otra parte, se tiene de la derecha
ÿ

δPSh‚ps,tq
γPShBpr,s`tq

p´1qεδ`εγ`νπδ´1γ´1p1q b . . .b πr`s ^ πr`s`t

Observemos que en ambos términos ν “ |π3| ´ |π3t | ` 1. Como en los casos
anteriores, se sigue la ecuación al ver que en la identi�cación de 2.19 se tiene

σ P ShBpr, sq y ω P Sh‚pr ` s, tq ðñ δ P Sh‚ps, tq y γ P ShBpr, s` tq

Por último, la ecuación que resta veri�car es D “ 0, pero D “ dA y por lo
tanto se veri�ca.
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Traducción a Cacti
Para terminar la sección, de�nimos el operads tD y traducimos el resultado
obtenido a Cacti.

De�nición 2.21. El operad (d.g.) tD está generado por tres operaciones
binarias B,C y ‚ con | B | “ | C | “ 1, | ‚ | “ 0, sujetos a las siguientes
relaciones:

C ˝1 B “ ´B ˝2 C

C ˝1 C “ ´C ˝2 C´C ˝2 B

B ˝2 B “ ´B ˝1 B´B ˝1 C

‚ ˝1 B “ B ˝2 ‚

C ˝1 ‚ “ ‚ ˝2 C

‚ ˝1 C “ ´ ‚ ˝2 B

‚ ˝1 ‚ “ ‚ ˝2 ‚

Con diferencial de�nido por BB “ ‚ “ ´BC y, luego, B‚ “ 0.

De esta manera, una estructura de álgebra sobre tD en un espacio d.g. V
consiste en determinar la acción de las operaciones binarias B, C y ‚ de
manera que se satisfagan para todo x, y, z P V

pxB yqC z “ xB py C zq

pxC yqC z “ xC py C`B zq

xB py B zq “ pxC`B yqB z

px ‚ yqC z “ x ‚ py C zq

pxB yq ‚ z “ xB py ‚ zq

pxC yq ‚ z “ p´1q|y|`1x ‚ py B zq

px ‚ yq ‚ z “ x ‚ py ‚ zq

Donde la condición de compatibilidad con el diferencial es

p´1q|x|dpxC yq ´ p´1q|x|dxC y ` xC dy “ ´x ‚ y

dpxB yq ´ p´1q|x|dxB y ` xB dy “ x ‚ y

dpx ‚ yq ´ dx ‚ y ´ p´1q|x|x ‚ dy “ 0
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Observación 2.22. A partir de la de�nición anterior y la de�nición de K
(ver 2.14 se deduce que es equivalente dar una estructura de K-álgebra en
un espacio d.g. V a una estructura de tD-álgebra en ΣV . En vistas de la
observación 1.11 se tiene ΣK “ tD.

El teorema 2.13, es decir, que toda álgebra sobre tD es un álgebra de cactus,
se obtiene al suspender el mor�smo 2.15.

2.6. Álgebras de cactus simétricas

En este apartado recordamos la relación entre álgebras braces [LM05, def.1]
y álgebras de braces simétricas [LM05, def.2]. A partir de esto, y gracias a
comentarios de M. Ronco, proponemos una de�nición de álgebra de cactus
simétrica: álgebras sobre el operad SymCacti 2.27.

Comencemos estableciendo lo conocido acerca de álgebras de braces y álge-
bras de braces simétricas En cuanto a las primeras, éstas consisten en las
álgebras axiomatizadas por el suboperad (no d.g.) de GV generado por las
operaciones M1,n (ver 2.11, esto es

xM1,n : n P Nyoperad Ă GV

Las álgebras preLie, por otra parte, corresponden al suboperad (no d.g.)
generado por la operación M1,1 P GVp2q. A partir del hecho ΣGV “ Cacti,
consideraremos los operads B y P de�nidos a continuación (que resultan las
suspensiones de los recién mencionados).

De�nición 2.23. El operad (no d.g.) B se de�ne como el suboperad de Cacti
generado en cada aridad (como espacio vectorial) por los cactus de dimensión
máxima. En otras palabras, es el suboperad (no d.g.) generado (como operad
no d.g.) por

B “

C#

1

2...n

3

: n ą 1

+G

operad

Ă Cacti

Consideraremos también el suboperad de Cacti generado por el cactus 1

2

:

P “
B

1

2
F

operad

Ă B

Un álgebra sobre P es un álgebra preLie (donde el producto es de grado 1).
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Observación 2.24. B y P son las suspensiones de los suboperads de GV
generados por las operaciones brace y la operación preLie respectivamente.

Introducimos ahora la de�nición de álgebra de brace simétrica

De�nición 2.25. Una álgebra de brace simétrica (c.f. [LM05, 2]) en un
espacio d.g. V consiste en una colección de operaciones t¨x¨ ¨ ¨ yn : n P Nu de
grado 0 y aridad n` 1 tales que

Para toda σ P Sn, se tiene

xxx1, . . . , xnyn “ ˘xxxσp1q, . . . , xσpnqyn

donde ˘ es el signo de Koszul correspondiente a intercambiar las xi.

Se cumple la siguiente identidad tipo braces:

xxx1, . . . , xmyxy1, . . . , yny “

ÿ

p´1qεxxx1xyi11 , . . . , yi1r1 y, . . . , xmxyi
m
1
, . . . , yimrm`1

yyim`1
1

, . . . , yim`1
rm`1

y

donde la suma es sobre todas las elecciones

i11 ă ¨ ¨ ¨ ă i1r1 , . . . , i
m`1
1 ă ¨ ¨ ¨ ă im`1

rm`1

(donde los rj pueden ser nulos, en ese caso xjxy “ xj) y el signo de
cada término es el correspondiente al itercambio de las variables según
la regla de Koszul.

Notar que la última identidad (al igual que en el caso de las álgebras de
brace) dice que la operación ¨x¨y1 es preLie. Un hecho importante (que no
ocurre en el caso de álgebras de braces) es que esta operación contiene toda
la información de la estructura de brace simétrica. Más precisamente, se tiene
el siguiente teorema.

Teorema 2.26. (c.f. [LM05, OG05]) La estructura de álgebra de brace simé-
trica está determinada unívocamente por el producto preLie. Las operaciones
de braces simétricas de mayor aridad quedan determinadas por ¨x¨y1, la ope-
ración preLie, vía (c.f. [LR10, 5.2]):

¨x¨ ¨ ¨ yn`1 “ ¨x¨y1 ˝1 ¨x¨ ¨ ¨ yn ´
ÿ

1ăiďn`1

¨x¨ ¨ ¨ yn ˝i ¨x¨y1
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Una propuesta de álgebras de cactus simétricas

Tenemos la siguiente situación (las inclusiones son de operads no d.g.)

P ãÑ B ãÑ Cacti

Observemos que todo Cacti puede obtenerse a partir de 12 y los 1

2...n

3

. Es

decir, si a B le agregamos 12 obtenemos todo Cacti. De�niremos SymCacti
como el suboperad (ahora sí d.g.) que se puede obtener a partir de P agre-
gando 12 . Esto es:

De�nición 2.27. De�nimos SymCacti como el sub(dg)operad de Cacti

SymCacti “
B

1

2

, 12

F

operad

Ă Cacti

Como el diferencial se restringe bien, resulta un d.g. operad.
Llamaremos álgebra de cactus simétrica a un álgebra sobre SymCacti.

La relación entre los operads que estamos estudiando se resume en el siguiente
diagrama de inclusiones (donde la de la derecha es de d.g. operads).

P

��

// SymCacti

��
B // Cacti

Como SymCacti está generado por 12 y 1

2

, la acción de éstos determina
completamente un álgebra de cactus simétrica. Más precisamente, tenemos
las siguientes observaciones.

Observación 2.28. Sea A un espacio d.g. con una estructura de álgebra de
cactus simétrica, llamamos

x ¨ y :“
12
px, yq x ˚ y :“ p´1q|x| 1

2

px, yq

entonces se cumplen

(i) pA, ¨q es un álgebra d.g. con ¨ de grado 0.

(ii) pA, ˚q Es un álgebra preLie, con ˚ de grado 1.
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(iii) El borde del producto ˚ es el conmutador de ¨, es decir:

dpx ˚ yq ´ dx ˚ y ` p´1q|x|x ˚ dy “ p´1q|x||y|y.x´ x.y

(iv) Una regla de Leibniz a izquierda de ˚ respecto a ¨, es decir:

pxyq ˚ z “ xpy ˚ zq ` p´1q|y|p|z|`1q
px ˚ zqy

Demostración. Se sigue de traducir cada punto en una ecuación en Cacti:

(i) 12 da lugar a un producto asociativo y vale δ 12
“ 0.

(ii) 1

2

da lugar a un producto preLie y es de grado 1.

(iii) Se corresponde con la identidad δ 1

2

“
1 2
´

12 en Cacti.

(iv) Esto se desprende de que en Cacti vale 1

2

˝1
12
“

2 1

3

`
2 1

3

Observación 2.29. Si se tiene un álgebra d.g. A y un producto preLie en
A de grado 1 que cumplen (iii) y (iv) de la observación anterior, se puede
de�nir en A una única estructura de álgebra de cactus simétrica.

Demostración. De�nimos la acción de 12 y 1

2

a partir del producto asocia-
tivo y el preLie respectivamente. Como (i)-(iv) son las relaciones que éstos
satisfacen en Cacti, queda bien de�nida su extensión al suboperad que ellos
generan, SymCacti.

Por lo visto anteriormente, toda estructura de SymCacti álgebra es en parti-
cular una estructura de álgebra de brace simétricas determinadas su producto
preLie. Las mismas están dadas por la traducción de la identidad del teorema
a Cacti, esto es, se tienen operaciones Bm de�nidas recursivamente por

Bn`1 “
1

2

˝1 Bn ´

n´1
ÿ

i“2

p´1qi

¨

˝Bn ˝i
1

2

˛

‚

τi

done τi es la transposición pi` 1 ÐÑ n` 1q.
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Dado que SymCacti Ă Cacti, se tiene, en particular, que toda álgebra de
cactus posee operaciones de brace simétricas. Esto es análogo al hecho de
que toda álgebra de braces da lugar a un álgebra de brace simétrica vía la
simetrización [DL06]. Más precisamente, se tiene el siguiente lema que es un
complemento a la de�nición recursiva de los Bm.

Lema 2.30. Se tiene Bn “
ř

σPSn
σp1q“1

p´1qσ
´

Bn

¯σ

.

O sea,Bn es la suma (con signo) de los cactus que se obtienen de 1

2...n

3

al
permutar los lóbulos salvo el primero.

Demostración. Veamos, de manera inductiva, que los Bm así de�nidos cum-
plen la recursión. Primero, recordando 2.2, se tiene

B2 ˝1 Bn “ p121q ˝1 p121 . . . 1k1 . . . 1n1q

“

n
ÿ

i“2

p´1qn´i´1
p. . . , 1, i, n` 1, i, 1, . . . , q

`

n
ÿ

i“1

p´1qn´i´1
p. . . , i, 1, n` 1, 1, i` 1 . . . q

“

n
ÿ

i“2

p´1qn´1
´

Bn ˝i B2

¯τi
`

n
ÿ

i“1

p´1qωBω
n

donde ω “ pi` 1, i` 2, . . . , n` 1q. Ahora, utilizando esto, calculamos

Bn`1 “ B2 ˝1 Bn ´

n´1
ÿ

i“2

p´1qn
´

Bn ˝i B2

¯τi

“
ÿ

σPSn
σp1q“1

p´1qσB2 ˝1

´

Bn

¯σ

´

´

ÿ

σPSn
σp1q“1

p´1qσ
´

Bn

¯σ

˝i B2

¯τi

“
ÿ

σPSn`1

σp1q“1,σpn`1q“n`1

p´1qσ
´

B2 ˝1 Bn

¯σ

´ p´1qσ
´

Bn ˝i B2

¯στi

“
ÿ

σPSn`1

σp1q“1,σpn`1q“n`1

n
ÿ

i“2

p´1qσp´1qn´1
´

Bn`1

¯τiσ

“
ÿ

σPSn`1

σp1q“1

p´1qσ
´

Bn`1

¯σ
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A partir de B2 “ B2 “
1

2

se de�nen, gracias a la ecuación anterior, de
manera recursiva los Bm P SymCacti. Determinar las relaciones entre los
Bm nos permite dar una descripción adicional de esta estructura. Es decir,
se puede dar el operad SymCacti como el generado por éstos y 12 . Esto
da una de�nición alternativa del concepto de álgebra de cactus simétrica a
partir de operaciones brace simétricas y un producto asociativo:

Proposición 2.31. Un álgebra de cactus simétrica en un d.g. espacio pA, dq
está determinada por:

La acción de
12
, determinando un producto de grado 0.

La acción de los Bn, operaciones n-arias de grado n´ 1.

tal que se veri�can (las relaciones que valen dentro de Cacti):

(a) El producto de�nido por
12
hace de A un álgebra asociativa d.g.

(b) Las operaciones dadas por Bm hacen de A un álgebra de brace simetrica.

(c) Bm˝1
12
“

ř

p`q“n`1
ωPShpp,qq

p
12
˝1Bp˝p`2Bqq

ω (ver de�nición de shu�e 2.18).

(d) δBm “
ř

σPSn
σp1q“1

p´1qσ
´

δ 1

2...n

3
¯σ

Demostración. Las condiciones (a)-(c) para el caso particular de B2 “
1

2

son exactamente (i)-(iv) de la observación 2.28. Recíprocamente, si se tiene
una estructura de SymCacti-álgebra, (a) y (b) son inmediatas y (c) y (d) se

deducen del hecho Bm “
ř

σPSn
σp1q“1

p´1qσ
´

Bn

¯σ

(visto en el lema anterior).
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Capítulo 3

Una estructura A8 en Cacti

Toda Cacti-álgebra tiene un producto asociativo (no necesariamente conmu-
tativo) proveniente de la inclusión (ver el apartado 3.2):

A ãÑ Cacti
m2 ÞÑ

12

Al simetrizar este producto asociativo (lo que equivale a considerar el pro-
ducto dado por el elemento 12

`
1 2 ) se gana la conmutatividad pero se

pierde la asociatividad. Observemos que (un múltiplo de) este producto es
equivalente (si se trabaja en caracterísitica distinta de 2) al original cuando
se pasa a la homología, ya que:

2
12
“

12
`

1 2
`

12
´

1 2

loooomoooon

´δ
1

2

El resultado principal de esta tesis (teorema 3.8) muestra que este producto
es, sin embargo, asociativo a menos de homotopía, en el sentido operádico. Es
decir, se prueba que existe un mor�smo (dado explícitamente) de dg-operads:

A8
η
ÝÑ Cacti

m2 ÞÑ
12
`

1 2

Dicho mor�smo se construye con la ayuda del operad Ap2q8 . Se considera el

mor�smo A8
φ
ÝÑ Ap2q8 de la observación 1.35 y, de esta forma, el problema se

resuelve encontrando un mor�smo Ap2q8
µ
ÝÑ Cacti y considerando η “ µφ.
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Notemos que Cacti se puede considerar también como operad simétrico (es-
tructura dada por la permutación de las etiquetas de los lóbulos).
En vistas de la sección 1.3, el mor�smo η se corresponde con un mor�smo de
operads simétricos

Ass8
η
ÝÑ Cacti

m2 ÞÑ
12
`

1 2

donde, recordemos, Ass8 es el operad simétrico que codi�ca álgebras asocia-
tivas a menos de homotopía.

Vale mencionar en este contexto la relación entre el mor�smo η y la llamada
conjetura de Deligne. Sea G el operad (simétrico) que codi�ca las álgebras de
Gerstenhaber. El resultado clásico [Ger63], que la cohomología de Hochschild
de A es un álgebra de Gerstenhaber, en lenguaje operádico se traduce en
que H˚pAq es una G-álgebra. Si G8 es el operad [GCTV12] que codi�ca
las álgebras de Gerstenhaber a menos de homotopía1, se puede formular la
conjetura de Delgine como la siguiente pregunta: ¾Es C˚pAq una G8 álgebra?
Dado que C˚pAq es una Cacti-álgebra y Cacti es homotópicamente equivalen-
te a G8 esto es cierto [MS02, BF04, Kau07]. Sin embargo, aún está pendiente
dar una respuesta más directa, esto es, una acción explícita de G8 en C˚pAq.
Esto puede conseguirse explicitando un mor�smo de operads (simétricos)

G8 Ñ Cacti

que sea la identidad (del operad simétrico G) en homología.

Debido a que en Cacti la estructura de Lie es estricta (más aún, proviene de
una estructura pre-Lie), es de esperar que la di�cultad esté centrada en las
homotopías correspondientes a la asociatividad del producto conmutativo y
la distributividad con la estructura de Lie. En este sentido, concentrarse en el
primer punto consiste en mirar el operad que codi�ca álgebras conmutativas
a menos de homotopía, Com8, y construir un mor�smo Com8 Ñ Cacti que
sea la inclusión Com ãÑ G en homología.

En esta situación, el mor�smo Ass8
η
ÝÑ Cacti es un paso en esta dirección, ya

que se corresponde con el mor�smo canónico AssÑ Com ãÑ G en homología.
Pero, lamentablemente, dicho mor�smo no se factoriza a través del operad
Com8.

1En [GV95] esta terminología designa las álgebras que en esta tesis llamamos álgebras de
Gerstenhaber y Voronov (o sea, Cacti-álgebras)
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El capítulo se organiza de la siguiente manera.

Se comienza presentando las construcciones ˝ y ‚ junto con el par de proposi-
ciones 3.3 y 3.5, fundamentales en la demostración del teorema 3.8 más ade-
lante. Se presentan estas construcciones no sólo en la notación de suryecciones
sino también en la geométrica. De esta manera, consideramos se pueden
entender y recordar de manera más sencilla las mencionadas proposiciones.

En la sección 3.2, se presenta el resultado más importante de este trabajo,
el teorema 3.8. Allí, se construye un mor�smo de operads η : A8 Ñ Cacti,
factorizándolo a través de Ap2q8 con la ayuda del mor�smo φ de la observa-
ción 1.35. Se de�ne entonces un mor�smo µ : Ap2q8 Ñ Cacti que cumple:

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

m‚ ÞÑ
12

m˝ ÞÑ
1 2

m2 ÞÑ m‚ `m˝ ÞÑ
12
`

1 2

Cabe destacar que no se tiene una razón a priori por la cual el mor�smo que
se desea encontrar, η : A8 Ñ Cacti deba factorizarse a través de Ap2q8 . A la
postre de la sección se describe además el mor�smo η independientemente de
su factorización por Ap2q. Más precisamente, se explicita qué cactus aparecen
como términos de ηpmnq para cada n P N.

3.1. Las construcciones ‚ y ˝

Describimos a continuación una construcción clave para el teorema 3.8 (de
la siguiente sección). La misma permite organizar el mor�smo A8 Ñ Cacti
factorizándolo a través de Ap2q8 . Para determinar que efectivamente se de�ne
un mor�smo de dg-operads, se utilizan los resultados que se presentan en
esta sección en las proposiciones 3.3 y 3.5.

De�nición 3.1. Sea u un cactus con n lóbulos y n ` k arcos tal que n
aparece una sola vez en u, digamos en el lugar i. Es decir, u´1ptnuq “ tiu.
Recordando la notación del ejemplo 2.2, se de�ne

u˝
“

ÿ

jăi

p´1qk`|u|j 8uj, u‚
“ ´

ÿ

jąi

p´1qk`|u|j 8uj,
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O sea, 8uj P Cactipn`1qk`1 es la sucesión obtenida a partir de u al reemplazar
upjq por pupjq, n ` 1, upjqq y |u|j es el grado relativo de pup1q, . . . , upjqq
respecto a u.

Por ejemplo, si u “ 1

234

, dado que k “ 2 e i “ 5, los 8uj son:

8u1 “ 1

234

5 8u2 “ 1

234

5

8u3 “ 1

234

5

8u4 “ 1
2

3

4
5

8u5 “ 1

234

5

8u6 “ 1

234

5

Entonces, en este caso u˝ “ 8u1 ´ 8u2 ´ 8u3 ´ 8u4 y u‚ “ ´8u6.

Grá�camente, si u es un cactus con n lóbulos y n`k arcos tal que n aparece
una sola vez, podemos pensar que u˝ tiene como términos los que se obtienen
de u agregando el lóbulo n ` 1 sobre cada arco anterior al único arco del
lóbulo n. Análogamente, u‚ tiene como términos aquellos que se tienen al
plantar el lóbulo n ` 1 sobre cada uno de los arcos que vienen después del
arco del lóbulo n.

En otras palabras, se puede pensar u˝ (resp. u‚) como 1

2

˝1u calculado hasta
el (resp. a partir del) lóbulo n. Esto puede verse al comparar el ejemplo de la
observación anterior con el recién presentado. Esta idea es formalizada más
adelante en la proposición 3.3.

Notemos que, por construcción, si u es un cactus con n lóbulos y n` k arcos
tal que n aparece una sola vez, entonces tanto u˝ como u‚ son una suma de
cactus de n` 1 lóbulos y n` k ` 1 arcos tal que n` 1 aparece una sola vez.
Para concluir la de�nición, extendemos linealmente las aplicaciones ‚ y ˝ al
subespacio generado en cada aridad n por los cactus donde el lóbulo n tiene
un sólo arco.
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Ejemplo 3.2. Veamos algunos ejemplos más de ‚ y ˝.

´

12

¯˝

“ 2 1

3

´

12

¯‚

“ 0

¨

˝

2 1

3
˛

‚

˝

“ ´
2 1

4

3

¨

˝

2 1

3
˛

‚

‚

“ ´
2 1

4
3

´
2 1

4 3

La siguiente proposición permite relacionar las construcciones ‚ y ˝ con
operaciones �internas� de cactus, será de utilidad más adelante.

Proposición 3.3. Sea u un cactus en la condición de la de�nición anterior,
es decir, de n lóbulos y n ` k arcos tal que el lóbulo n tiene un sólo arco.
Entonces

u˝
´ u‚

“ p´1qk 1

2

˝1 u ´ u ˝n
1

2

,

Más aún, se tiene

δpu˝
q ´ pδuq˝ “ p´1qk p 1 2

˝1 u´ u ˝n
1 2
q

δpu‚
q ´ pδuq‚ “ p´1qk p

12
˝1 u´ u ˝n

12
q

Ejemplo 3.4. Antes de la demostración, veamos para u “ 1

234

la primera
identidad, aprovechando que hemos realizado prácticamente todos los cálcu-
los involucrados.

En la observación anterior calculamos 1

2

˝1
1

234

. Como 1

234

˝4
1

2

“ 1

234

5

,
se tiene
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1

2

˝1 1

234

´ 1

234

˝4 1

2

“

1

234
˝

hkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkj

1

234

5 ´ 1

234

5

´ 1

234

5

´ 1
2

3

4
5

` 1

234

5

` 1

234

5

looomooon

´
1

234
‚

´ 1

234

5

Demostración. (de la proposición 3.3)
Sea i la posición de la única aparición del valor n, es decir, u´1ptnuq “ tiu.
A partir de la de�nición anterior y del ejemplo 2.2 se tiene:

u˝
´ u‚

“
ÿ

jăi

p´1qk`|u|j 8uj `
ÿ

jąi

p´1qk`|u|j 8uj

p´1qk 1

2

˝1 u´ u ˝n
1

2

“ p´1qk
ÿ

j

p´1q|u|j 8uj ´ p´1qk´|u|i 8ui.

Como ambos miembros de la derecha son iguales resulta:

u˝
´ u‚

“ p´1qk 1

2

˝1 u ´ u ˝n
1

2

,

Ahora bien, al aplicar el diferencial a esta ecuación, se tiene

δpu˝
q ´ δpu‚

q “ p´1qkp 1 2
´

12
q ˝1 u ´ p´1qku ˝n p

1 2
´

12
q

`p´1qk´1 1

2

˝1 δu ´ δu ˝n
1

2

.

Observemos que en cada término de δu el valor n también aparece sólo una
vez. Luego, al aplicar la primera ecuación para cada término, obtenemos

δpu˝
q ´ δpu‚

q “ p´1qkp 1 2
˝1 u´

12
˝1 u´ u ˝n

1 2
` u ˝n

12
q

`pδuq˝ ´ pδuq‚.
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En cada uno de los términos de esta ecuación los valores n y n` 1 aparecen
sólo una vez cada uno. Luego, la ecuación se separa en dos ecuaciones al
considerar los términos en los cuales n aparece antes que n ` 1 o viceversa.
En lado izquierdo, un término pertenece a la expresión δpu˝q (resp. δpu‚q)
si n ` 1 aparece antes (resp. después) de n. En el lado derecho, por otra
parte, n` 1 aparece antes (resp. después) del valor n en los términos de las
expresiones pδuq˝, 1 2

˝1 u y u ˝n
1 2 (resp. pδuq‚, 12

˝1 u y u ˝n
12 ).

La siguiente proposición será de utilidad más adelante.

Proposición 3.5. Sean dos cactus u1 P Cactippqk, u2 P Cactipqq`, tales que
7u1´1

ptpuq “ 7u2´1
ptquq “ 1, es decir, p aparece sólo una vez en u1 y q aparece

sólo una vez en u2. Se tiene

pu1 ˝i u
2
q

˝
“ p´1q`u1˝ ˝i u

2, pu1 ˝p u
2
q

˝
“ p´1q`u1˝ ˝p u

2
` u1 ˝p u

2˝

pu1 ˝i u
2
q

‚
“ p´1q`u1‚ ˝i u

2, pu1 ˝p u
2
q

‚
“ p´1q`u1‚ ˝p u

2
` u1 ˝p u

2‚

para i ď p´ 1.

Demostración. Por la proposición 3.3, se tiene

pu1 ˝i u
2
q

˝
´ pu1 ˝i u

2
q

‚
“ p´1qk`` 1

2

˝1 pu
1
˝i u

2
q ´ pu1 ˝i u

2
q ˝p`q´1

1

2

como Cacti es un operad, el miembro derecho de la igualdad coincide con

p´1qk``p 1

2

˝1 u
1
q ˝i u

2
´ p´1q`pu1 ˝p

1

2

q ˝i u
2

pi ă pq

p´1qk``p 1

2

˝1 u
1
q ˝p u

2
´ u1 ˝p pu

2
˝q

1

2

q pi “ pq

Ahora bien, la asociatividad (operádica) pu1 ˝p
1

2

q ˝p u
2 “ u1 ˝p p

1

2

˝1 u
2q

implica

pu1 ˝i u
2
q

˝
´ pu1 ˝i u

2
q

‚
“

#

p´1q`pu1˝ ´ u1‚q ˝i u
2 pi ă pq

p´1q`pu1˝ ´ u1‚q ˝p u
2 ` u1 ˝p pu

2˝ ´ u2‚q pi “ pq

Nuevamente, esta ecuación se separa en dos, una para cada operación. En el
lado izquierdo de la ecuación, los términos de pu1 ˝i u2q˝ son aquellos en los
cuales p ` q aparece antes que p ` q ´ 1. En el lado derecho, p ` q aparece
antes que p` q´ 1 en los términos de u1˝ ˝i u2 (porque p` 1 está antes que p
en u1˝) y en los términos de u1 ˝p u2˝ (q ` 1 aparece antes que q en u2˝).
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3.2. Estructura A8 en Cacti

Simetrización del producto y pérdida de la asociatividad

En esta sección estudiaremos la estructura asociativa dentro de Cacti. Es
decir, la estructura de A-álgebra en toda Cacti-álgebra dada por el mor�smo

A ãÑ Cacti
mn ÞÑ p1, . . . , nq

En otras palabras, en toda Cacti álgebra se tiene un producto que es el dado
por la acción del cactus

p1, 2q “ 12

Debido a que esta operación proviene (por medio de la inclusión anterior) del
generador m2 P A, dicho producto es asociativo, o sea:

12
˝1

12
“

1
23
“

12
˝2

12

Este producto no será conmutativo en general, ya que 12
‰

1 2 . Sin embar-
go, dentro del operad Cacti se tiene una homotopía para la conmutatividad:

p1, 2, 1q “ 1

2

ya que

δ
´

1

2 ¯

“
1 2

´
12

Si se quiere obtener un producto conmutativo, uno puede considerar el de�-
nido por el elemento

1 2
`

12

Al hacer esto, la asociatividad se pierde. Calculemos de manera explícita la
falla de la asociatividad.

p
12
`

1 2
q ˝1 p

12
`

1 2
q “

1
23
`

2
13
`

3
12
`

3
21

p
12
`

1 2
q ˝2 p

12
`

1 2
q “

1
23
`

1
32
`

2
31
`

3
21

Ahora, al restar ambos miembros, se obtiene:

2
13
`

3
12
´

1
32
´

2
31
‰ 0
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Estructura A8 explícita

Notemos que la falla se puede solucionar con la homotopía m3:

m3 :“ 2 1

3

´ 21

3

Ya que

δ

¨

˝

2 1

3

´ 21

3
˛

‚“
`

3
12
´

1
32
`

2
13
´

2
31
˘

Nuestro objetivo es mostrar que la secuencia m2,m3 continúa dando lugar a
una estructura de A8-álgebra. En otras palabras, de�niremos un mor�smo
de dg-operads η : A8 Ñ Cacti tal que

m2 ÞÑ
1 2

`
12

m3 ÞÑ 2 1

3

´ 21

3

Esto lo realizaremos con ayuda del Ap2q8 operad. Es decir, construiremos un
mor�smo µ : Ap2q8 Ñ Cacti tal que al componer con φ de la observación 1.35
obtendremos la estructura A8 deseada:

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

De esta manera, debe ser ηpm2q “ µφpm2q “ µpm˝ `m‚q “ µpm˝q ` µpm‚q.
Por lo tanto consideraremos

µpm‚q “
12

µpm˝q “
1 2

Observemos que las relaciones de asociatividad son:

12
˝1

12
´

12
˝2

12
“ 0

1 2
˝1

1 2
´

1 2
˝2

1 2
“ 0

12
˝1

1 2
´

1 2
˝2

12
“

2
13
´

2
31

1 2
˝1

12
´

12
˝2

1 2
“

3
12
´

1
32
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Luego, las operaciones son asociativas a la vez que 21

3

y 2 1

3

resuelven la
falla de las asociatividades cruzadas ya que:

δ

¨

˝´ 21

3
˛

‚ “
2

13
´

2
31

δ

¨

˝

2 1

3
˛

‚ “
3

12
´

1
32

Nuestro objetivo es, entonces, ver se puede extender a una estructura de Ap2q8 .
Esto es efectivamente así. Más aún, en la siguiente de�nición presentamos la
construcción explícita del mor�smo µ : Ap2q8 Ñ Cacti.
En la búsqueda de este mor�smo, nos hemos valido de la ayuda de un pro-
grama de computación que hemos desarrollado especialmente para realizar
cálculos en el operad Cacti. En el apéndice B además se incluirlo, se explica
tanto la implementación como la manera en que ha sido utilizado.

De�nición 3.6. De�nimos una aplicación Ap2q8
µ
ÝÑ Cacti a partir de su valor

en los generadores de cada aridad inductivamente de la siguiente manera:

Para n “ 1, se de�ne

#

µpm‚q “
12

µpm˝q “
1 2

Supongamos µpmξq está de�nido y agregamos un ‚ o un ˝ al �nal. En
este caso, de�nimos:

µ
`

mpξ‚q

˘

:“
`

µpmξq
˘‚

µ
`

mpξ˝q

˘

:“
`

µpmξq
˘˝

Notar que, por construcción, se tiene:
µpmξq “ 0 si ξ1 “ ξ2 (en otras palabras, µmp‚‚... q “ µmp˝˝... q “ 0).

Veamos ahora que µ así de�nido es efectivamente un mor�smo de dg-operads.
Es decir, debemos veri�car que δµ “ µB (donde recordemos que δ es el
diferencial de Cacti y B el de Ap2q8 ). Para eso, el siguiente lema busca describir
la relación entre δµ y µB de manera inductiva.
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Lema 3.7. Sea ξ P t‚, ˝un´1 entonces, se tiene

δ
`

µpmξ˝q
˘

´
`

δpµpmξq
˘˝

“ p´1qn
´

µpm˝q ˝1 µpmξq ´ µpmξq ˝n µpm˝q

¯

δ
`

µpmξ‚q
˘

´
`

δpµpmξq
˘‚

“ p´1qn
´

µpm‚q ˝1 µpmξq ´ µpmξq ˝n µpm‚q

¯

µBpmξ˝q ´ pµBmξq
˝
“ p´1qn

´

µpm˝q ˝1 µpmξq ´ µpmξq ˝n µpm˝q

¯

µBpmξ‚q ´ pµBmξq
‚
“ p´1qn

´

µpm‚q ˝1 µpmξq ´ µpmξq ˝n µpm‚q

¯

Demostración. Las primeras dos ecuaciones se siguen de la proposición 3.3.
Veamos entonces las últimas dos.

Para ξ1 P t˝, ‚up´1, ξ2 P t˝, ‚uq´1, p, q ě 2, se tiene

pµpmξ1 ˝i mξ2qq
˝
“

#

µ
`

p´1qqmξ1˝ ˝i mξ2
˘

pi ă pq

µ
`

p´1qqmξ1˝ ˝p mξ2 `mξ1 ˝p mξ2˝q
˘

pi “ pq

al aplicar la proposición 3.5 siendo u1 ˝i u
2 cada uno de los términos de

µmξ1 ˝i µmξ2 . Luego

pµBmξq
˝
“ µ

ˆ

ÿ

p´1qqpp´i`1q`i´1mξ1˝ ˝i mξ2 ` p´1qp´1mξ1 ˝p mξ2˝

˙

Donde la suma es sobre todas las maneras de hacer ξ “ ξ1 ˝i ξ
2, 1 ď i ď p

como al calcular el diferencial Bi. Por otra parte, todas las posibles descom-
posiciones de ξ˝ son ˝ ˝1 ξ, ξ ˝n ˝, ξ1˝ ˝i ξ2 y ξ1 ˝p ξ2˝ donde ξ1, ξ2 sea una
descomposición de ξ como antes. Al calcular Bpmξ˝q estas cuatro tipos de
descomposiciones aparecen de la siguiente manera

p´1qnm˝˝1mξ, p´1qn´1mξ˝nm˝, p´1qqpp´i`1q`i´1mξ1˝˝imξ2 , p´1qp´1m1
ξ˝pmξ2˝.

Y de esta manera se tiene la tercera ecuación

µBmξ˝ ´ pµBmξq
˝
“ p´1qn pµm˝ ˝1 µmξ ´ µmξ ˝n µm˝q

De manera análoga se obtiene la ecuación para ‚.

Teorema 3.8. µ : Ap2q8 Ñ Cacti es un mor�smo de dg-operads.

Demostración. El teorema se sigue del lema anterior por inducción en la
longitud de las etiquetas.

Corolario 3.9. Se tiene un mor�smo de operads η : A8 Ñ Cacti de�nido
como η “ µφ donde µ es el del teorema anterior y φ de la observación 1.35.

91



Descripción alternativa del mor�smo A8 Ñ Cacti
Recapitulando, tenemos

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

donde φ es el mor�smo de la observación 1.35 y µ el de�nido en 3.6. Así, se
tiene η :“ µφ. En este apartado se presenta una descripción de este mor�smo
de manera directa. Más precisamente, se describe el conjunto de términos de
ηpmnq para cada n ě 2.

De�nición 3.10. Llamaremos Cn al conjunto de los cactus u de n lóbulos
con la propiedad:

�Si pi, j, iq es una subsecuencia de u entonces j ą i` 1.�

Grá�camente, los cactus en Cn son aquellos donde si un lóbulo j está sobre
otro i (de manera inmediata o no) entonces debe ser no sólo mayor a él sino
mayor a i ` 1. En particular, el lóbulo 1 y 2 deben intersectarse en la raíz.
También se tiene que el valor n aparece sólo una vez en u. Esto, grá�camente,
quiere decir que no puede haber otros lóbulos sobre él.

Consideremos ahora C 1n el conjunto de cactus en Cn de grado máximo. Dado
que los lóbulos 1 y 2 se intersectan en la raíz, la misma no puede ser n´1 (la
dimensión máxima de cualquier cactus de n lóbulos). Es fácil ver que siempre
existe un cactus en Cn de dimensión n´ 2, por lo tanto ésta es la dimensión
máxima.

Ejemplos 3.11. Para n “ 2, 3:

C2 “ C 12 “ t
12
, 1 2

u.

C3 “ t
1

23 , 1
32 , 2

13 , 2
31 , 3

12 , 3
21 , 2 1

3

, 21

3

u, C 13 “ t 2 1

3

, 21

3

u.

Veremos que ηpmnq consiste exactamente de la suma (con signo) de los
elementos de C 1n. Esto se deduce de las siguientes propiedades y el hecho
de que por de�nición (3.1) los términos de u˝ y u‚ son los cactus 8uj para
j ‰ i (donde i es el único arco del lóbulo n).
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Observación 3.12. Volviendo a la notación de la de�nición 3.1, para u un
cactus de n lóbulos donde éste aparece sólo en la posición i, 8uj (para j ‰ i)
será el cactus que se obtiene de u reemplazando upjq por pupjq, n` 1, upjqq.
Se deducen inmediatamente de la de�nición las siguientes propiedades.

Si u P Cn entonces 8uj P Cn`1.

Todo cactus en Cn`1 se obtiene de esta manera.

Si u P C 1n entonces 8uj P C 1n`1 (cualquiera sea el arco j ‰ i).

Si j ‰ j1 entonces 8uj ‰ 8uj1 .

Si u P C 1n entonces 7t8ujuj “ 2n´ 3.

Si u ‰ u1 entonces t8ujuj X t8u1j1uj1 “ H.

7C 1n`1 “ p2n´ 3q ¨ 7C 1n

Para n ě 3, se tiene 7C 1n “ 2p2n´ 5q!! “ 2 ¨ p2n´ 5q ¨ p2n´ 7q . . . 5 ¨ 3 ¨ 1.

Observación 3.13. El mor�smo A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti está dado por:

mn ÞÑ
ÿ

uPC1n

˘u

Como mencionamos en el capítulo 1, desde el punto de vista geométrico el
mor�smo φ asigna a cada polítopo dado por mn la suma de los polítopos
mξ con |ξ| “ n. Ahora bien, en el caso de la estructura A8 en el operad
Cacti encontrada cada µpmξq corresponde precisamente a una componente
conexa de ηpmnq. A continuación expondremos la estructura geométrica de
estas componentes en aridad n “ 3, 4, 5. Estos términos están resumidos en
la siguiente tabla
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m‚˝ ÞÑ p1312q
m˝‚ ÞÑ ´p2131q
m‚˝‚ ÞÑ ´p131412q ´ p131242q
m‚˝˝ ÞÑ ´p141312q
m˝‚‚ ÞÑ `p213141q
m˝‚˝ ÞÑ `p242131q ` p214131q
m‚˝‚‚ ÞÑ `p13141512q ` p13141252q ` p13124252q
m‚˝‚˝ ÞÑ ´p15131412q ` p13531412q ` p13151412q ´ p15131242q

`p13531242q ` p13151242q ` p13125242q
m‚˝˝‚ ÞÑ `p14131252q ` p14131512q ` p14135312q ´ p14151312q
m‚˝˝˝ ÞÑ ´p15141312q
m˝‚‚‚ ÞÑ ´p21314151q
m˝‚‚˝ ÞÑ `p25213141q ` p21513141q ´ p21353141q ´ p21315141q
m˝‚˝‚ ÞÑ `p24252131q ` p24215131q ´ p24213531q ´ p24213151q

`p21415131q ´ p21413531q ´ p21413151q
m˝‚˝˝ ÞÑ `p25242131q ` p25214131q ` p21514131q

Debido a la simetría de las construcciones ˝ y ‚, las componentes correspon-
dientes una etiqueta y a la obtenida intercambiando la decoración lugar a
lugar tienen la misma geometría.

Para el caso de ηm3, la misma consiste en dos componentes similares (dos
segmentos):

µm˝‚ “ 21

3

µm‚˝ “ 2 1

3

.

Por otra parte, ηm4 consta de cuatro componentes conexas, dos de ellas
triángulos:

µm˝‚‚ “
21

4
3

µm‚˝˝ “
2 1

4

3

Las restantes consisten en dos pentágonos que se subdividen cada uno en un
triángulo y un rectángulo (es decir, un producto de dos 1-símplices):

µm˝‚˝ “
21

4
3

21

43

µm‚˝‚ “
2 1

4
3

2 1

4 3
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La operación ηm5 por otra parte tiene ocho componentes, dos 3-símplices:

µm˝‚‚‚ “ 21
5

4 3

µm‚˝˝˝ “ 2 1
5

43

.

Las componentes correspondientes a µm˝‚‚˝ y µm‚˝˝‚ constan de dos 3-
símplices y dos prismas de base triangular (producto de 1-símplice y un
2-símplice). Por ejemplo, µm‚˝˝‚ es:

2 1

5

4

3

2 1
5

4 3

2 1

5

4

3

2 1

5

4

3

En el caso de µm‚˝‚‚ y µm˝‚˝˝, se tiene un 3-símplice y dos prismas de base
triangular. El elemento µm‚˝‚‚ es:

2 1

5 4

3

2 1

5 4

3

2 1

5
4 3
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Por último, las componentes µm˝‚˝‚ y µm‚˝‚˝ se componen, cada una de
dos 3-símplices, cuatro prismas de base triangular y un prisma de base
rectangular (es decir, un producto de tres 1-símplices). A continuación se
presenta µm‚˝‚˝:

2 1
5

4 3

2 1

54

3

2 1

5

4 3

2 1

5

4 3

2 1
5

4 3

2 1

54

3

2 1

54 3
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Capítulo 4

Compatibilidad con el grado

En el presente capítulo se estudian un cierto tipo de sCacti-álgebras, es
decir, consideraremos Cacti como operad simétrico. Introducimos la noción
de álgebra compatible con el grado. Éstas son álgebras (bigraduadas) en las
cuales, entre otras propiedades (ver de�nición 4.4), los cactus

Bn “ 1

2...n

3

actúan de manera trivial si se evalúan en la primera entrada en elementos
de grado menor a n ´ 1. Es decir, se anulan cuando el grado del elemento
en la primera entrada es menor a la cantidad de entradas sobre ésta en el
dibujo. Esta propiedad está motivada en el ejemplo de C‚pAq, el complejo de
Hochschild de un álgebra asociativa (d.g.) A.

Por otra parte, toda sCacti-álgebra es, en particular, un álgebra asociativa
d.g. En esta sección estudiaremos la estructura de sCacti-álgebra en A cuando
A es asociativa libre. Es decir, A “ TV .

De manera más especí�ca, se estudian estructuras de sCacti-álgebra en en
el álgebra asociativa TV (con V un espacio vectorial) que tengan dicha
propiedad de compatibilidad con el grado (ver 4.4). El resultado principal del
capítulo es el siguiente (el mismo se deduce inmediatamente del teorema 4.10
y el corolario 4.13).

Teorema: La categoría de biálgebras asociativas unitarias y counitarias d.g.
es equivalente a la categoría de sCacti-álgebras compatibles con el grado que
son libres como álgebra asociativa y generadas en grado uno.
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Más precisamente, el teorema dice que si TV tiene una estructura de sCacti-
álgebra que extiende (de�nición 4.3) la de álgebra asociativa y es compatible
con el grado (de�nición 4.4), entonces el producto pre-Lie inducido en V y
el coproducto inducido por (parte d)el diferencial dan lugar a una estruc-
tura de biálgebra asociativa unitaria y counitaria d.g. en H “ V ‘ k1H .
Recíprocamente, si V es el ideal de aumentación de una biálgebra asociativa
unitaria y counitaria pH,∆, ˚, ε, 1Hq y V “ Kerpεq, entonces TV es de manera
natural (i.e. funtorial en H) una sCacti-álgebra, que extiende a la de álgebra
asociativa libre y es compatible con el grado.

Este resultado puede pensarse de la siguiente manera, si H es una coálgebra,
se tiene vía la contrucción cobar una estructura de dg-álgebra asociativa
en ΩH “ TV . En el caso que H sea una biálgebra (d.g.), la estructura de
álgebra diferencial graduada en TV se puede enriquecer (ver [Men04, Kad05])
a una estructura de sCacti-álgebra. En este sentido, el teorema 4.10 nos da
una correspondencia uno a uno entre dichas estructuras y las estructuras de
biálgebra asociativa y coasociativa d.g. en H “ V ‘ 1H . Esto generaliza, el
hecho ya mencionado de que ΩH “ TV es álgebra de cactus si H es una
biálgebra d.g.

Luego, se pasa al estudio de los mor�smos de Cacti-álgebras entre álgebras
con esta propiedad. En particular, de qué manera un mor�smo entre álge-
bras compatibles con el grado que parte de TV queda determinado por su
restricción en V (ver lema 4.12). Se deduce que la correspondencia antes
mencionada entre biálgebras y álgebras de cactus compatibles con el grado
(dada por la construcción cobar) es una equivalencia de categorías.

Otra motivación para estudiar este problema es la siguiente. Recordemos que
el operad (simétrico) G ([LV12, 13.3.10]) que codi�ca álgebras de Gersten-
haber puede describirse como generado por dos operaciones: el corchete, que
es de Lie (de grado 1) y la multiplicación, conmutativa. Dada un álgebra de
Gerstenhaber que es libre como álgebra (super) conmutativa con generadores
en grado uno, es decir A “ ΛV , es fácil ver que la estructura del corchete
de Gerstenhaber en A está determinada unívocamente por una estructura
de álgebra de Lie en V , y recíprocamente, una estructura de álgebra de
Lie en V determina de manera única una estructura de Gerstenhaber en
A “ ΛV . La homología de una sCacti-álgebra es un álgebra de Gerstenhaber.
En este sentido la primera es una versión relajada de la segunda. Nos resulta
natural entonces estudiar qué estructura adicional en un espacio vectorial V
determina la estructura de sCacti-Álgebra en el álgebra asociativa libre TV .
Volveremos sobre este punto en el ejemplo 4.11.
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Por último, como aplicación de la caracterización de mor�smos entre álgebras
de cactus compatibles con el grado, se presenta el teorema 4.16. En el mismo,
se obtiene para A un álgebra asociativa (d.g.) y H una biálgebra (unitaria y
counitaria d.g.) una correspondencia uno a uno entre las estructuras de H-
módulo álgebra en A y los mor�smos (de álgebras de cactus) ΩH Ñ C‚pAq.

El capítulo se organiza en tres secciones.

En la primera se presenta la propiedad de compatibilidad con el grado y se
estudia el caso de un álgebra de cactus de la forma A “ TV “

À

ną0 V
bn,

con estructura de álgebra asociativa dada por el producto tensorial y con
bigraduación dada por el grado interno de V y el tensorial. Se prueba en el
teorema 4.10 que una estructura de sCacti-álgebra en A compatible con esa
graduación es equivalente a una estructura de biálgebra (asociativa, unitaria
y counitaria d.g.) en H “ V ‘ k1H .

En la segunda sección, se estudian los mor�smos entre ciertas álgebras compa-
tibles con el grado. Mas precisamente, se obtiene el lema 4.12 que caracteriza
los mor�smos f : T Ñ C entre dos álgebras con esta propiedad más una
condición sobre T (estar generada como álgebra asociativa por los elementos
de grado uno). De esto se desprende, de manera inmediata, que lo obtenido
en la sección anterior es una equivalencia de categorías. Como otra aplicación
de este lema, se presenta el teorema 4.16. Allí vemos que si A es un álgebra
(d.g.) y H una biálgebra (d.g.), se tiene una correspondencia biyectiva entre
las estructuras de H-álgebra módulo en A y los mor�smos de álgebras de
cactus ΩH Ñ C‚pAq.

En la última sección se expone de manera breve de qué manera puede verse
una estructura de álgebra de cactus como caso particular de álgebra de Baues
y cómo se posicionan los resultados obtenidos entre otros existentes. En
cuanto a ésto, en el último apartado se comenta de qué manera se relaciona
lo obtenido en el presente trabajo con lo ya conocido acerca de la estructura
de álgebra de cactus en ΩH para H una biálgebra. Esto se realiza de manera
separada y compacta al �nal del capítulo con el objetivo de exponer de forma
clara cuál es el aporte original del mismo.
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4.1. Estructura de sCacti-álgebra en TV

La presente sección se desarrolla alrededor del teorema 4.10 donde se muestra
que es equivalente dar una estructura de biálgebra d.g. en H que una estruc-
tura de álgebra de cactus compatible con el grado (ver 4.4). La parte original
de esta sección es, además de poner los signos adecuados para cualquier
característica (en [Kad05] el autor trabaja en característica 2) y proveer de
una demostración explícita de dicho resultado, dar las condiciones exactas en
las cuales vale la vuelta. Es decir, que si A es una sCacti álgebra que como
álgebra asociativa es isomorfa a TV y, además, es compatible con el grado
(propiedad esencial para la equivalencia) entonces la estructura sCacti deter-
mina de manera unívoca una estructura de biálgebra d.g. en H “ V ‘ k1H ,
que, al aplicarle la construcción cobar, queda (naturalmente) isomorfa a A.
En otras palabras, mostramos que el funtor dado por la construcción de
Kadeishvili es esencialmente suryectivo, si ponemos como categoría de llegada
a las sCacti álgebras compatibles con el grado, generadas libremente (como
álgebras asociativas) en grado (externo) uno.

Al mostrar que si H es una biálgebra d.g., ΩH resulta una sCacti álgebra,
la idea central es que el producto asociativo en V determina la estructura
pre-Lie (no asociativa) en ΩH y ésta, a su vez, determina la estructura de
sCacti-álgebra en TV . En relación al segundo paso, lo que aquí se hace
puede traer reminiscencias de lo comentado en la sección 2.6 acerca de los
trabajos [OG05, LM05]. Allí, Los autores muestran que, dada un álgebra
pre-Lie, queda determinada de manera unívoca una estructura de álgebra de
brace simétrica. Nuestro enfoque es distinto: en primer lugar, es evidente de
la construcción que la estructura de brace no es simétrica. Por otro lado,
el método nuestro no se alica en el contexto anterior pues nos valemos
fuertemente de la existencia del producto asociativo en Cacti, su propiedad
de distributividad con las braces, además del hecho de que en TV cualquier
elemento es (combinación lineal de elementos) de la forma x “ x1 b . . .b xn.

Comencemos con unas observaciones preliminares (4.1 y 4.2) acerca de estruc-
turas de coálgebra y diferenciales. Si bien ambas observaciones son resultados
bien conocidos, incluímos aquí sus demostraciones pues forman parte de la
reconstrucción de la estructura de biálgebra en V a partir de la de sCacti en
TV . Más precisamente, para de�nir una biálgebra se necesita un producto
y un coproducto: el producto en V provendrá de la composición preLie de
TV restringida a V , y el coproducto en V provendrá del diferencial de TV .
Luego de estas observaciones pasaremos a las de�niciones necesarias (4.3 y
4.4) para la formulación precisa del teorema 4.10.
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Sea V un espacio vectorial graduado. Recordamos que TV “ ‘ně0V
bn es

el álgebra asociativa unitaria libre en V , y TV “ ‘ną0V
bn es el álgebra

asociativa libre no-unitaria en V . A su vez, tanto TV como TV resultan
álgebras bigraduadas con el grado inducido por el de V como interno y la
graduación tensorial como externa, es decir, se decreta |v|e “ 1 @v P V .

Observación 4.1. Si V es un espacio no graduado (es decir, con graduación
concentrada en grado cero), entonces dar una estructura diferencial en A “
TV (o A “ TV ) es equivalente a dar estructura de coálgebra coasociativa
(no necesariamente counitarias) en V .

Si V es un espacio graduado, una estructura diferencial en TV compatible con
la bigraduación, esto es un diferencial D “ di`de donde di sube grado interno
en uno (y no altera el grado externo) y de sube en uno el grado externo (y
no altera el interno) está en correspondencia con las estructuras de coálgebra
coasociativa diferencial graduada (no necesariamente counitarias) en V .

Demostración. Sea d : A Ñ A una estructura diferencial en A, es decir, d
tal que d2 “ 0 y dpabq “ dpaqb ` p´1q|a|adpbq para todo a, b P A donde a es
homogéneo de grado |a|, y |dpaq| “ |a| ` 1.

Consideremos primero el caso no graduado. Tomando a “ v P V tenemos
que |dv| “ 2, luego dv P V b2 y por lo tanto la restricción a V produce una
aplicación de deconcatenación:

∆1 :“ d|V : V Ñ V b V

De aquí en adelante, proponemos la notación tipo Sweedler para la comul-
tiplicación, es decir vp1q b vp2q es en realidad una suma de términos de este
tipo. Volviendo a ∆1, esta aplicación es necesariamente coasociativa pues,
escribiendo ∆1v “ vp1q b vp2q y usando que d es un diferencial, se tiene

0 “ d2v “ dpvp1q b vp2qq “ dpvp1qq b vp2q ´ vp1q b dpvp2qq

es decir, p∆1 b Id´ Idb∆1q ˝∆1 “ 0, o equivalentemente

p∆1
b Idq ˝∆1

“ pIdb∆1
q ˝∆1,

que es el axioma de coasociatividad para ∆1.
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Recíprocamente, si ∆1 es una estructura de coálgebra coasociativa en V , por
ser A “ TV (o TV ) libre, toda aplicación lineal ∆1 : V Ñ V b V se extiende
de forma única a una (super)derivación d : A Ñ A, y una (super)derivación
es de cuadrado cero si y solo lo es en los generadores. Por último, observemos
que veri�car d2 “ 0 en los generadores equivale, por el cálculo anterior, al
axioma de coasociatividad de ∆1 en V .

Para la segunda parte, la condición D2 “ 0 se traduce, por la bigraduación,
en d2

i “ 0, d2
e “ 0 y que ambos diferenciales conmutan. La primera condición

es justamente que di|V es un diferencial en V . La segunda, como antes, dice
que ∆1 es coasociativa. La última que ∆1 es un mor�smo de espacios d.g.

Observación 4.2. Las estructuras de coálgebra coasociativa no necesaria-
mente counitarias en V están en correspondencia con las estructuras coaso-
ciativas counitarias en H :“ V ‘ k1H tales que 1H es de tipo grupo (esto es,
∆p1Hq “ 1Hb1H , necesariamente de grado interno cero), con counidad dada
por εp1Hq “ 1 y ε|V “ 0.

Demostración. Dada ∆1 : V Ñ V b V , se de�ne

∆ : H Ñ H bH

a través de

∆pvq :“ ∆1
pvq ` 1H b v ` v b 1H “ v1 b v2 ` 1H b v ` v b 1H

y ∆1H :“ 1H b 1H . Veamos que ∆1 es coasociativa si y sólo si ∆ lo es.
Calculamos primero

p∆b Idqp∆vq “ p∆b Idqpvp1q b vp2q ` 1H b v ` v b 1Hq

“ ∆1
pvp1qq b vp2q ` 1H b vp1q b vp2q ` vp1q b 1H b vp2q

`1H b 1H b v

`vp1q b vp2q b 1H ` 1H b v b 1H ` v b 1H b 1H

A su vez,

pIdb∆qp∆vq “ pIdb∆qpvp1q b vp2q ` 1H b v ` v b 1Hq

“ vp1q b∆1
pvp2qq ` vp1q b 1H b vp2q ` vp1q b vp2q b 1H

`1H b vp1q b vp2q ` 1H b v b 1H ` 1H b 1H b v

`v b 1H b 1H
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por lo tanto

p∆b Idqp∆vq ´ pIdb∆qp∆vq “ ∆1
pvp1qq b vp2q ´ vp1q b∆1

pvp2qq

es decir,
p∆b Id´ Idb∆q ˝∆ “ p∆1

b Id´ Idb∆1
q ˝∆1

por lo cual trivialmente una es coasociativa si y sólo si la otra lo es.

Claramente, de�niendo ε : H Ñ k a través de εpvq “ 0 @v P V y εp1Hq “ 1,
resulta una counidad para H, es decir, se tiene @h P H:

pεb Idq∆phq “ h “ pIdb εq∆phq,

Recíprocamente, si ∆ : H Ñ H bH veri�ca ∆p1Hq “ 1H b 1H y ε : H Ñ k
es una counidad, entonces necesariamente εp1Hq “ 1. Si tenemos v P V ,
sabemos que

∆pvq P H bH “ pV b V q ‘ pk1H b V q ‘ pV b k1Hq ‘ pk1H b k1Hq

y por lo tanto se escribirá en la forma

∆v “ ∆1
pvq ` v´ b 1H ` 1H b v` ` λ1H b 1H

De las igualdades pεb Idq∆pvq “ v “ pIdb εqp∆pvqq y sabiendo que εpvq “ 0
para v P V , se tiene

v` ` λ1H “ v “ v´ ` λ1H

de donde obtenemos, mirando las componentes en V y en k1H ,

v “ v` “ v´, λ “ 0

por lo tanto ∆ es de la forma

∆v “ ∆1
pvq ` v b 1H ` 1H b v

Aclaración: En lo que resta de este capítulo, consideraremos al operad Cacti
como simétrico (lo notaremos, en consecuencia, sCacti). Recordemos que en
la observación 2.9 vimos que el mismo está generado como operad simétrico
por los cactus del tipo

Cn “ 1
...n

2

y Bn “
1

2...n

3

.
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A continuación de�niremos un tipo de sCacti-álgebra donde el álgebra aso-
ciativa subyacente es TV . Para esto, introduciremos un par de de�niciones
auxiliares.

Recordemos que se tiene una inclusión

Ass ι
ÝÑ sCacti

mn ÞÑ Cn

De�nición 4.3. Sea A un álgebra asociativa, esto es, se tiene un mor�smo

ρ : AssÑ sEndpAq

Diremos que la estructura de álgebra asociativa se extiende a una estructura
de sCacti-álgebra si existe un mor�smo ρ̂ : sCactiÑ sEndpAq tal que ρ “ ρ̂ι.
Equivalentemente, el producto asociativo de A está dado por xy “ 12

px, yq.

Notar para el caso A “ TV , esto implica que toda A puede obtenerse a partir
de V por la acción de los cactus Cn. Es decir, si x “ x1 b . . . b xn entonces
x “ Cnpx1, . . . , xnq

La siguiente de�nición está motivada en el ejemplo del complejo de Hochschild;
en él, cuando una cocadena f tiene menos de k entradas, se tiene

ftg1, . . . , gku “ 0

Recordemos que estas operaciones (brace) corresponden a los cactus

Bn “ p1, 2, 1, . . . , 1, n, 1q “
1

2...n

3

De�nición 4.4. Sea T un espacio vectorial diferencial bigraduado

T “
à

p,q

T p,q

con una estructura de sCacti-álgebra con el grado y el diferencial totales.
Como convención, llamaremos a p el grado interno y a q el externo. Diremos
que esta estructura es compatible con el grado (externo) si la estructura de
álgebra de cactus se comporta bien con la bigraduación.

Más precisamente si se cumplen
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Las operaciones son homogéneas en el grado externo (o sea, C2 actúa
con bigrado p0, 0q, Bn con bigrado pn´ 1, 0q)

El diferencial es compatible con la bigraduación, esto es, está dado por
un diferencial interno di y externo de:

di : T n,‚ Ñ T n`1,‚

de : T ‚,n Ñ T ‚,n`1

Los Bn actúan se anulan cuando en su primer argumento es un elemento
de grado externo menor a |Bn| “ n´ 1. Es decir, se tiene

a P T ‚,q, q ă n´ 1 ùñ 1

2...n

3

pa, . . . q “ 0

Ejemplo 4.5. En el complejo de Hochschild, el grado externo de una f P HompAbn, Aq
es n y el grado interno es el grado como mor�smo. La estructura es compatible
con el grado ya que si f : Abn Ñ A, se tiene ftg1, . . . , gmu “ 0 para m ă n.

Para un espacio vectorial graduado V , consideramos TV como álgebra bi-
graduada, con producto el producto tensorial, grado exterior el tensorial y
grado interno dado por la graduación de V , es decir, si v1 b ¨ ¨ ¨ b vn P V

bn

con vi homogéneo para todo i, entonces su bigrado es p
řn
i“1 |vi|V , nq.

Ejemplo 4.6. Si H es una biálgebra, veremos más adelante que su construc-
ción cobar ΩH es, además de álgebra asociativa (debido a la estructura de
coálgebra de H), una sCacti álgebra [Kad05] que resulta compatible con el
grado.

Notación. Llamemos ˚ al producto dado por la acción de B2 “
1

2

“ p121q
en A. Más precisamente

a ˚ b :“ p´1q|a| 1

2

pa, bq “ p´1q|a|B2pa, bq

Este producto se puede de�nir en cualquier sCacti-álgebra y es pre-Lie por
de�nición. Notar que en el caso que estamos estudiando, debido a los grados
involucrados, al ser restringido a V toma valores en V . Tenemos entonces el
siguiente lema.
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Lema 4.7. Si A es una Cacti álgebra bigraduada con estructura compatible
con el grado, entonces la operación B2 restringida a A1 “ ‘pA

p,1 (con su
signo adecuado) es un producto asociativo en A1:

A1 b A1 Ñ A1

ab b ÞÑ p´1q|a|totB2pa, bq “ ´p´1q|a|intB2pa, bq “: a ˚ b

Corolario: Sea en TV una estructura de sCacti-álgebra compatible con el
grado. El producto ˚ : V ˆ V Ñ V , en principio pre-Lie, resulta asociativo.

Demostración. (del lema)
Al calcular el asociador para x, y, z P A1, se tiene:

px ˚ yq ˚ z ´ x ˚ py ˚ zq “ p´1q|y|`1 1

2

p
1

2

px, yq, zq ´ p´1q|x|`|y| 1

2

px, 1

2

py, zqq

“ p´1q|y|`1
´

1

2

p
1

2

p , q, q ` 1

2

p , 1

2

p , qq
¯

px, y, zq

“ p´1q|y|`1

¨

˝

1

2

˝1
1

2

`
1

2

˝2
1

2

˛

‚px, y, zq

“ p´1q|y|`1

¨

˝ 1

23

` 1

2

3

´ 1

32

´ 1

2

3
˛

‚px, y, zq

“ p´1q|y|`1

˜

1

23

´ 1

32

¸

px, y, zq

(Los signos se deben a la regla de Koszul para los símbolos x, y, z P A y B2

que tiene grado 1).

Debido a la compatibilidad con el grado, los cactus 1

23

y 1

32

actúan trivial-
mente en A1, por lo tanto el asociador es identicamente nulo en A1.

Observación 4.8. Notar que la compatibilidad con el grado es esencial en el
lema anterior: el producto preLie resulta asociativo en A1 aún cuando no lo
sea en A. Por ejemplo, en el complejo de Hochschild de un álgebra asociativa,
la composición de Gerstenhaber es asociativa en los elementos de grado uno.

A partir de este momento nos dedicaremos al caso A “ TV . Estudiaremos
dentro del mismo estructuras de sCacti-álgebras que extiendan a la estructura
de álgebra asociativa (libre) y sean compatibles con el grado.
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Observemos que el grado que estamos considerando es el grado tensorial, por
lo tanto un cactus de dimensión d actúa como una operación de grado ´d y
el diferencial sube el grado en 1.

Observación 4.9. Una operación (no unitaria) ˚ : V ˆ V Ñ V se puede
extender a H :“ V ‘ k1H decretando que 1H sea el neutro formal de ˚:

1H ˚ v :“ v “: v ˚ 1H p@v P V q y 1H ˚ 1H :“ 1H

Notar que si ˚ es asociativa en V , entonces esta extensión resulta asociativa
en H y (obviamente) unitaria. Recordar que el diferencial restringido a V
induce una comultiplicación counitaria ∆ en H vía:

∆1H “ 1H b 1H

∆v “ depvq ` v b 1H ` 1H b v

Sabemos que d2
e “ 0 y por lo tanto ∆ es coasociativa.

De esta manera, si A “ TV es una sCacti-álgebra que extiende la estructura
de álgebra asociativa libre de manera compatible con el grado, se tiene que
H, así de�nida, es a su vez simultáneamente un álgebra asociativa y una
coálgebra asociativa, unitaria y counitaria. El siguiente teorema muestra que
H es biálgebra (es decir, ambas estructuras son compatibles) y en realidad
la estructura de sCacti-álgebra de TV y la estructura de biálgebra de H se
determinan mutuamente.

El siguiente teorema es el aporte original más importante de esta sección.
Este teorema dice, en particular, que si C es una dg-coálgebra coaumentada,
las estructuras de dg-biálgebra en C están en correspondencia uno a uno
con las estructuras de sCacti-álgebra en ΩC (que extienden la estructura de
álgebra asociativa diferencial y son) compatibles con el grado.

Teorema 4.10. Sea V un espacio vectorial graduado, son equivalentes:

(i) Dar una estructura de sCacti álgebra en TV , que extienda la estructura
de álgebra asociativa libre y sea compatible con el grado.

(ii) Dar una estructura de biálgebra diferencial graduada (unitaria y couni-
taria) en H “ V ‘ k1H .
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Más precisamente, a partir de (i), el diferencial en TV da lugar a un dife-
rencial (interno) y una comultiplicación en V (ver observación 4.2) (que se
extienen a H). Por otra parte, la acción de B2, al restringirse a elementos
de V , induce un producto asociativo en V (ver lema 4.7) y éste determina un
producto asociativo y unitario en H. Así, H resulta una biálgebra diferencial
graduada (unitaria y counitaria).

Recíprocamente, si se tiene (ii), la comultiplicación da lugar a un diferencial
externo en TV . Veremos que hay una única manera de extender la restricción
a V del producto de H a todo TV para de�nir la acción de B2 de manera
de cumplir la condición de compatibilidad con el grado. De forma inductiva
y buscando que se cumpla dicha condición, se de�nen los Bm para m ą 2.

Demostración. Antes de seguir adelante, nos proponemos utilizar la siguiente
notación. Los elementos de V se notarán por x, y, z, v, w, etc. Elementos en
TV , homogéneos de grado mayor, en cambio, serán x “ x1 b . . . b xn, etc.
Por último, x será la manera de abreviar x “ x1, . . . ,xr P pTV q

r

Recordamos que utilizamos la notación ∆x “ xp1q b xp2q.

(i) determina (ii)

Esto es, supongamos que se tiene una estructura de sCacti-álgebra en TV
que extiende la asociativa y compatible con el grado.

Consideramos entonces H “ V ‘ k1H , con ∆1 “ 1b 1 y V “ ker ε. A 1H le
asignamos grado interno cero, y grado externo uno.

‚ Notemos primero que un diferencial en TV está determinado por su res-
tricción a V , y el hecho de que esté dado por un diferencial interno di y uno
externo de, cada uno con bigrado p1, 0q y p0, 1q respectivamente nos dice que
dV :“ di|V : V Ñ V sube el grado interno de V y ∆1 :“ de|V : V Ñ V b V
(que resulta homogéneo con respecto al grado interno) dado por

∆1
pvq :“ v1 b v2, donde v1 b v2 “ depvq.

Como vimos en la observación 4.1. a partir de la bigraduación se tiene
que la condición d2 “ pdi ` deq

2 equivale a tres ecuaciones d2
V “ 0, la

coasociatividad de ∆1 y que ∆1 y dV son compatibles (esto es, ∆1 es un
mor�smo de complejos).
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En otras palabras, si se piensa el diferencial en TV como una estructura de
coalgebra coasociativa a menos de homotopía en V , la hipótesis de grado dice
que esta es una coálgebra estricta (diferencial).

Consideramos la comultiplicación dada por:

V
∆
ÝÑ V b V

v ÞÑ dev ` r1H , vs

‚ En segundo lugar, por el lema 4.7, sabemos que la acción del cactus 1

2

restringida a V de�ne un producto asociativo vía:

x ˚ y :“ p´1q|x| 1

2

px, yq

Se extiende este producto a H decretando al elemento 1 como la unidad.

‚ Ahora veamos que ambas estructuras son compatibles, es decir, si notamos

∆px ˚ yq “ p´1q|xp2q|i|yp1q|ipxp1q ˚ yp1qq b pxp2q ˚ yp2qq

Para esto, recordemos que da “ ∆paq ´ r1, as ` di. Recordemos que si |a|H
es el grado de a en H, su grado en TV es |a| “ |a|H ` 1 y, por consiguiente,
el (super)conmutador se calcula como

r1, as “ 1b a´ p´1q|a|ab 1 “ 1b a´ p´1q|a|H`1ab 1

Ahora, en toda Cacti-álgebra se tiene

1 2
´

12
“ δ 1

2

“ d 1

2

`
1

2

d

ya que la primera igualdad es al calcular el borde del cactus y la segunda
es la compatibilidad entre los diferenciales. Al evaluar en x, y P V , dado que
d “ ∆´ r1, s ` di, se tiene

1 2
´

12
px, yq “ d 1

2

px, yq ` 1

2

pdx, yq ` p´1q|x| 1

2

px, dyq

1 2
´

12
px, yq “ ∆p 1

2

px, yqq ` 1

2

p∆x, yq ` p´1q|x| 1

2

px,∆yq

´ r1, 1

2

px, yqs ´ 1

2

pr1, xs, yq ´ p´1q|x| 1

2

px, r1, ysq

` dip
1

2

px, yqq ` 1

2

pdix, yq ` p´1q|x| 1

2

px, diyq
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equivalentemente (al cambiar la notación de 1

2

por la ˚)

´rx, ys “ p´1q|x|∆px ˚ yq ` p´1q|x|`1∆x ˚ y ` x ˚∆y

` ´p´1q|x|r1, x ˚ ys ´ p´1q|x|`1
r1, xs ˚ y ´ x ˚ r1, ys

` p´1q|x|dipx ˚ yq ` p´1q|x|`1dix ˚ y ` x ˚ diy

Lo que buscamos ver (esto es, ∆px˚yq “ p´1q|xp2q|i|yp1q|ipxp1q˚yp1qqbpxp2q˚yp2qq)
se sigue de la ecuación anterior dado que se tiene:

dipx ˚ yq “ dix ˚ y ` p´1q|x|ix ˚ diy

rx, ys “ p´1q|x|r1, x ˚ ys ´ p´1q|x|r1, xs ˚ y

x ˚ r1, ys “ p´1qrx|`1∆x ˚ y

x ˚∆y “ p´1q|x|`1`|xp2q|i|yp1q|ipxp1q ˚ yp1qq b pxp2q ˚ yp2qq

Las primera es sencillamente que el diferencial interno deriva el producto. La
segunda es debida a la identidad en Cacti

1

2

˝1
12
“

2 1

3

`
2 1

3

ya que, al evaluar en x, y, z P V , obtenemos que el producto ˚ distribuye el
b a izquierda:

pab bq ˚ c “ ab pb ˚ cq ` p´1q|b|p|c|`1q
pa ˚ cq b b

“ pa ˚ 1q b pb ˚ cq ` p´1q|b|p|c|`1q
pa ˚ cq b pb ˚ 1q

y de manera inmediata (al considerar a “ 1, b “ x y c “ y) se sigue dicha
ecuación.
Las dos últimas ecuaciones tienen términos de la forma a ˚ pb b cq (del lado
izquierdo). La idea central es que, en una Cacti-álgebra, a pesar de que ˚
no distribuye b a derecha, la falla de la distributividad está dada por el
borde de B3 y la compatibilidad con el grado nos permite controlarla. Así,
obtendremos que a ˚ pbb cq no puede ser más que la acción diagonal.

Al calcular el borde del cactus B3 “ 1

23

obtenemos:

δ 1

23

“
1 2

3

´
1

23

`
1

2

3
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Al evaluar en x, y, z P V , se tiene

δ 1

23

px, y, zq “
`

1 2

3

´
1

23

`
1

2

3
˘

px, y, zq

“ p´1q|x||y|`|x|`|y|y b px ˚ zq

´ p´1q|x|x ˚ py b zq

` p´1q|x|px ˚ yq b z

Como además, debe ser δB3 “ dB3 ´B3d en TV , se tiene

pδB3qpx, y, zq “ dpB3px, y, zq
loooomoooon

“0

q ´B3pdx, y, zq

` p´1q|x|B3px, dy, zq
looooomooooon

“0

´p´1q|x|`|y|B3px, y, dzq
looooomooooon

“0

(donde los términos que se anulan lo hacen debido a la compatibilidad con
el grado). Luego,

´B3pdx, y, zq “ p´1q|x||y|`|x|`|y|ybpx˚zq´p´1q|x|x˚pybzq`p´1q|x|px˚yqbz

Ahora bien, en elementos de grado tensorial 2, x “ x1 b x2, B3 actúa como

B3px, y, zq “ B3px1 b x2, y, zq “ p´1q|x2|`|y|`|x2||y|px1 ˚ yq b px2 ˚ zq

ya que en sCacti se tiene

1

23

˝1
12
“

2 1

4
3

`
2 1

4 3

`
2 1

4

3

donde sólo el segundo término actúa no trivialmente en V b4.

Reemplazando en esta identidad x “ dx, o sea,

dx “ ∆pxq ´ r1H , xs “ xp1q b xp2q ´ 1H b x` p´1q|x|xb 1H
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se tiene

B3pdx, y, zq “ B3pxp1q b xp2q ´ 1H b x` p´1q|x|xb 1H , y, zq

“ p´1q|xp2q|`|y|`|xp2q||y|pxp1q ˚ yq b pxp2q ˚ zq

´ p´1q|x|`|y|`|x||y|y b px ˚ zq

` p´1q|x|`1`|y|`1|y|
px ˚ yq b z

“ p´1q|xp2q|`|y|`|xp2q||y|pxp1q ˚ yq b pxp2q ˚ zq

´ p´1q|x|`|y|`|x||y|y b px ˚ zq

´ p´1q|x|px ˚ yq b z

Se deduce entonces la siguiente ecuación:

x ˚ py b zq “ p´1q|x|`|xp2q|`|y|`|xp2q||y|pxp1q ˚ yq b pxp2q ˚ zq

de lo que deducimos, al hacer jugar a r1, ys el papel de y b z en la ecuación
anterior

x ˚ r1, ys “ p´1qrx|`1∆x ˚ y

O al reemplazar (nuevamente en la ecuación original) ybz por ∆y “ yp1qbyp2q
(y observando que si v P V entonces |v| “ |v|i ` 1):

x ˚ p∆yq “ p´1q|x|`1`|xp2q|i|yp1q|ipxp1q ˚ yp1qq b pxp2q ˚ yp2qq

que es lo que restaba veri�car.

(ii) determina (i)

Recíprocamente, supongamos que se tiene en H una estructura de biálgebra.
Consideramos en TV la estructura de sCacti-álgebra dada por:

Cnpx1, . . . , xnq :“ x1 b . . .b xn

(dado que como álgebra asociativa es el álgebra libre en V )

Bmpx,yq :“
ÿ

1ďi1ă...ăim´1ďn

˘x1 b . . .b pxi1 ˚ y1q b . . .b pxim´1 ˚ ym´1q b . . .b xn

donde en cada término ˘ es el signo de Koszul de la permutación de los
símbolos:
˚ . . . ˚ x1 . . . xny1 . . .ym´1 ÞÑ x1 . . . xi1 ˚ y1xi1`1 . . . xim´1 ˚ ym´1 . . . xn.
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Nuevamente aquí remarcamos que si x P H, su símbolo en la expresión
anterior no tiene grado 1 sino grado |x|H ` 1, y si y “ y1b ¨ ¨ ¨ b yn, entonces
su símbolo tiene grado n`

řn
i“1 |yi|H .

La veri�cación de que esta estructura es una sCacti-álgebra se consigue
inductivamente.

Veamos primero de qué manera se de�ne la acción de 1

2

en todo TV a
partir de su valor en V . Partimos entonces del producto asociativo ˚ en V y,
en consecuencia,

B2px, yq :“ p´1q|x|x ˚ y

Ahora bien, en la última parte del punto anterior, vimos que la condición de
compatibilidad con el grado determina la acción de B2 en V b V b2 vía:

x ˚ py b zq “ p´1q|x|`|xp2q|`|y|`|xp2q||y|pxp1q ˚ yq b pxp2q ˚ zq

B2px, y b zq “ B2px,C2py, zqq “ B3p∆x, y, zq

1

2

px, y b zq “
1

23

px, y, zq “ 1

23

p∆x, y, zq

(Donde las tres ecuaciones son equivalentes, sólo se cambia de lenguaje.)

El caso general se deduce de manera sencilla razonando inductivamente en
el largo de y “ y1 b . . .b yn, concluyendo

B2px, y1 b . . .b ynq “ Bn`1p∆
n´1
pxq, y1, . . . , ynq

Utilizaremos luego la expresión equivalente (por la coasociatividad de ∆)

B2px,y
1
b y2q “ B3p∆x,y

1,y2q

En particular, la acción del elemento 1

2

en todo V bTV queda determinada
por su restricción a V b V .

Como debe distribuir a izquierda, se de�ne de manera unívoca en TV b TV
para x “ x1 b ¨ ¨ ¨ b xn e y “ y1 b . . .b yr vía:

px1 b ¨ ¨ ¨ b xnq ˚ y “
n
ÿ

i“1

p´1q|y|pn´iqx1 b . . .b pxi ˚ yq b ¨ ¨ ¨ b xn
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A partir de esto y debido a que TV es libre, la acción de los Bm en todo TV
queda determinada de la siguiente manera.
En la primer variable, si x “ x1 b . . . b xm, se lo parte en dos (de manera
arbitraria pero no trivial) x1 b x2 “ px1 b . . . b xiq b pxi`1 b . . . b xmq y se
tiene entonces x “ 12

px1,x2q. Ahora, dado que los Bm y 12 cumplen

1

2...m

3

˝1
12
“
ÿ

k

2

3
...

1

k...m+1
k
+
1

se debería tener, al evaluar en x P TV , y “ py1, . . . ,yn´1q P TV n´1:

Bmpx
1
b x2,yq “

m
ÿ

k“1

p´1qγkBkpx
1,y1, . . . ,yk´1

q bBm´k`1px
2,yk, . . . ,ym´1

q

donde αk “ |x1| ` |y1| ` ¨ ¨ ¨ ` |yk´1| y βk “ |x2|p|y1| ` ¨ ¨ ¨ ` |yk´1|q y por lo
tanto γk :“ pm´ kqαk ` βk es el signo de Koszul del k-ésimo término.

De esta manera, se de�ne Bmpx,y
1, . . . ,yn´1q de manera inductiva.

Más aún, debido a la compatibilidad con el grado, se tiene que esta suma es
en realidad (volviendo a pensar x “ x1 b ¨ ¨ ¨ b xn)

Bmpx,yq “
ÿ

1ďi1ă...ăim´1ďn

˘x1 b . . .b pxi1 ˚ y1q b . . .b pxim´1 ˚ ym´1q b . . .b xn

(donde cada término tiene el signo de Koszul de la permutación de los sím-
bolos ˚ . . . ˚ x1 . . . xny1 . . .ym´1 ÞÑ x1 . . . xi1 ˚ y1xi1`1 . . . xim´1 ˚ ym´1 . . . xn).

En conclusión, la acción de los Bm queda determinada por la de 1

2

gracias a
la libertad de TV y a la compatibilidad con el grado. Notamos que esta fórmu-
la es la misma que la que obtuvo Kadeishvili [Kad05] (sin signos), estructura
que fué utilizada por [Men04], por lo que ya sabemos que efectivamente
debería resultar una sCacti álgebra. De cualquier manera, mostraremos ex-
plícitamente que se respetan las relaciones entre los generadores.

Respecto a la relación de composición, debemos veri�car

Bn ˝1 Bmpx,y, zq “ Bn pBmpx,yq, zq
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para x,y, z cualesquiera. Sin embargo, debido a que el álgebra está generada
por la imágen de C2, esta propiedad se deduce por inducción en el largo de
x a partir del caso x “ x P V . Esto se debe a que, si ponemos x “ x1 b x2

Bn ˝1 Bmpx
1
b x2,y, zq “ Bn pBmpx

1
b x2,yq, zq

Bn ˝1 BmpC2px
1,x2q,y, zq “ Bn pBmpC2px

1,x2q,yq, zq

Pero los cactus Bn, Bm, C2 se relacionan por

Bn ˝1 pBm ˝1 C2q “
1

2...n

3

˝1

´

1

2...m

3

˝1
12
¯

“
ÿ

posibilidades

˘

...

2

3

...m+
1

1

m+
n

m+
2

“
ÿ

k,j

˘ 2

3
...

1

k...m+1

k
+
1

m+
n

m+
n+
1j

j
+
1

donde (el signo está dado por la permutación de los puntos de Bn y Bm y)
usamos la relación

1

2...m

3

˝1
12
“
ÿ

k

2

3
...

1

k...m+1

k
+
1

Ahora bien, en el caso x “ x, la expresión a veri�car es

Bn ˝1 Bmpx,y, zq “ Bn

`

Bmpx,yq, z
˘

ÿ

posibilidades

˘

m+
1

...

m
+
n
-
1

m
+
2

1

2
...
m

3

px,y, zq “
1

2...n

3

´

1

2...m

3

px,yq, z
¯

que son trivialmente nulos si m ą 2 debido a la compatibilidad con el grado.
Esto reduce la veri�cación al caso m “ 2, o sea y “ y. Tenemos entonces,
que ver que resultan iguales

Bn ˝1 B2px,y, zq “ Bn

`

B2px,yq, z
˘

ÿ

posibilidades

˘

...

1

2

3
n+1

px,y, zq “
1

2...n

3

´

1

2

px,yq, z
¯
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Nuevamente, debido a la compatibilidad con el grado, tenemos que

Bn ˝1 B2px,y, zq “
ÿ

posibilidades

˘

...

1

2

3
n+1

px,y, zq

“ p´1qn´1

...

1

2

3
n+1

px,y, zq

“ p´1qn´1
`

B2 ˝2 Bn

˘

px,y, zq

“ p´1qpn´1qp|x|`1qB2

`

x,Bnpy, zq
˘

y por lo tanto, queda veri�car

p´1qpn´1qp|x|`1qB2

`

x,Bnpy, zq
˘

“ Bn

`

B2px,yq, z
˘

Ahora, razonaremos de manera inductiva en |y|e, para ver que alcanza con
veri�car y “ y (o sea, |y|e “ 1).

Al poner y “ y1 b y1, z “ pz1, z1q, tenemos del lado izquierdo

B2

`

x,Bnpy, zq
˘

“ B2

`

x,Bnpy1 b y1, zq
˘

“ p´1qpn´1q|y1|B2

`

x, y1 bBnpy
1, zq

˘

` p´1qn|z
1|`n|y1|`|z1||y1|B2

`

x,B2py1, z
1
q bBn´1py

1, z1q
˘

y del lado derecho

Bn

`

B2px,yq, z
˘

“ Bn

`

B2px, y1 b y1q, z
˘

Se sigue lo que buscamos al reescribir los términos de la forma B2pa, b b cq
utilizando que la acción es diagonal:

B2pa, bb cq “ p´1q|a1|`|b|`|b||ap2qB2pap1q, bq bB2pap2q, cq

La veri�cación para el caso y “ y es (debido a la compatibilidad con el grado)

p´1q|x|`1B2

`

x,B2py, zq
˘

“ B2

`

B2px, yq, z
˘

o, en notación ˚:
`

x ˚ py ˚ zq
˘

“
`

px ˚ yq ˚ z
˘
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Por último, veamos que se puede reducir al caso z “ z, es decir |z|e “ 1.
Poniendo z “ z1 b z2 y usando que

∆px ˚ yq “ ∆pxq ˚b2 ∆pyq

a ˚ pz1 b z2q “ ∆paq ˚b2
pz1 b z2q

Obtenemos del lado derecho
`

x ˚ py ˚ zq
˘

“
`

x ˚ py ˚ pz1 b z2qq
˘

“
`

x ˚ p∆y ˚b2
pz1 b z2qq

˘

“
`

∆x ˚b2
p∆y ˚b2

pz1 b z2qq
˘

y del lado izquierdo
`

px ˚ yq ˚ zq
˘

“
`

px ˚ yq ˚ pz1 b z2qq
˘

“
`

∆px ˚ yq ˚b2
pz1 b z2qq

˘

“
`

p∆x ˚b2 ∆yq ˚b2
pz1 b z2qq

˘

Luego, el caso general se deduce de
`

x ˚ py ˚ zq
˘

“
`

px ˚ yq ˚ z
˘

que es cierto por hipótesis.

Para la compatibilidad con el diferencial, debemos veri�car que

δBmpx,yq “ dpBmpx,yqq ` p´1qm´1Bmpdx,yq `
m´1
ÿ

j“1

p´1qωjBmpx, djyq

para x,y “ py1, . . . ,ym´1q, donde ωj “ m ´ 1 ` |x| ` |y1| ` ¨ ¨ ¨ ` |yj´1| y
abreviando djy “ py1 . . . , dyj, . . . ,ym´1q.

Nuevamente argumentaremos en forma inductiva en el grado tensorial de x.
Poniendo x “ x1 b x2 (es decir, |x2|e “ 1) y

αk “ |x1| ` |y1
| ` ¨ ¨ ¨ ` |yk´1

|

βk “ |x2|p|y1
| ` ¨ ¨ ¨ ` |yk´1

|q

γk “ pm´ kqαk ` βk
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utilizando la notación ÝÑy k´1
“ py1, . . . ,yk´1q, kÝÑy “ pyk, . . . ,ym´1q, se tienen

δBmpx,yq “ δBmpx
1
b x2,yq

“ pδBmq ˝1 C2px
1, x2,yq

“ δpBm ˝1 C2qpx
1, x2,yq

“ δ

˜

m
ÿ

k“1

pC2 ˝1 Bkq ˝k`1 Bm´k`1

¸

px1, x2,yq

“

m
ÿ

k“1

p´1qγkpδBkqpx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2, kÝÑy q

`

m
ÿ

k“1

p´1qγk`αk`k´1Bkpx
1,ÝÑy k´1

q b pδBm´k`1qpx
2, kÝÑy q

dpBmpx,yqq “ dpBmpx
1
b x2,yqq

“ d

˜

m
ÿ

k“1

p´1qγkBkpx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2, kÝÑy q

¸

“

m
ÿ

k“1

p´1qγkd
`

Bkpx
1,ÝÑy k´1

q
˘

bBm´k`1px
2, kÝÑy q

`

m
ÿ

k“1

p´1qγk`αk`k´1Bkpx
1,ÝÑy k´1

q b d
`

Bm´k`1px
2, kÝÑy q

˘

Bmpdx,yq “ Bmpdpx
1
b x2q,yq

“ Bmpdx
1
b x2,yq ` p´1q|x

1|Bmpx
1
b dx2,yq

“

m
ÿ

k“1

p´1qγk`m´kBkpdx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2, kÝÑy q

`

m
ÿ

k“1

p´1qγk`αkBkpx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1pdx
2, kÝÑy q
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Bmpx, djyq “ Bmpx
1
b x2,y1, . . . , dyj, . . .ym´1

q

“

m´1
ÿ

k“i`1

p´1qγk`m´k`1Bkpx
1,y1, . . . , dyj,yk´1

q bBm´k`1px
2, kÝÑy q

`

i
ÿ

k“1

p´1qγkBkpx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2,yk, . . . , dyj, . . . ,ym´1

q

“

m´1
ÿ

k“i`1

p´1qγk`m´k`1Bkpx
1, dj

ÝÑy k´1
q bBm´k`1px

2, kÝÑy q

`

i
ÿ

k“1

p´1qγkBkpx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2, dj

kÝÑy q

Al sumar en j e intercambiar el orden de las sumas, se obtiene

m´1
ÿ

j“1

p´1qωjBmpx, djyq “

m´1
ÿ

k“1

k´1
ÿ

j“1

p´1qγk`ω
1
jBkpx

1, dj
ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2, kÝÑy q

`

m´1
ÿ

k“1

m´1
ÿ

i“k

p´1qγk`ωjBkpx
1,ÝÑy k´1

q bBm´k`1px
2, dj

kÝÑy q

donde ω1j :“ ωj ` k ´m` |x
2|.

Razonando de manera inductiva en |x|e, podemos suponer

δBkpx
1,ÝÑy k´1

q “ dpBkpx
1,ÝÑy k´1

q ` p´1qk´1Bkpdx
1,ÝÑy k´1

q

`

k´1
ÿ

j“1

p´1qω
1
jBkpx

1, dj
ÝÑy k´1

q

δBm´k`1px
2, kÝÑy q “ dpBm´k`1px

2, kÝÑy q ` p´1qm´kBkpdx
2, kÝÑy q

`

m´k
ÿ

j“1

p´1qω
2
jBm´k`1px

2, dj
kÝÑy q

donde ω1j “ k´1`|x1|`|y1|`¨ ¨ ¨`|yj´1| y ω2j “ m´k`|x2|`|yk|`¨ ¨ ¨`|yj´1|.

La identidad que se desea veri�car se deduce de manera inductiva sumando

m´1
ÿ

k“1

`

p´1qγk 1 bBm´k`1px
2, kÝÑy q ` p´1qγk`αk`k´1Bkpx

1,ÝÑy k´1
q b 2

˘

donde 1 y 2 se reemplazan por sendos miembros de ambas ecuaciones.
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Notar que los signos coinciden ya que:

ω1j “ ω1j
ωj “ αk ` k ´ 1` ω2j

Veamos entonces el caso de grado tensorial 1, es decir, veri�quemos que

δBmpx,yq “ dpBmpx,yqq ` p´1qm´1Bmpdx,yq `
ÿ

i

p´1qωjBmpx, djyq

Por la condición de compatibilidad con el grado, si m ě 4 todos los terminos
involucrados son cero; los únicos casos no triviales son con B2 y B3.

Caso m “ 3:

Queremos veri�car

δB3px,y, zq “ d

“0
hkkkkikkkkj

B3px,y, zq´B3pdx,y, zq´p´1q|x|
“0

hkkkkkikkkkkj

B3px, dy, zq´p´1q|x|`|y|
“0

hkkkkkikkkkkj

B3px,y, dzq

Dado que en sCacti

δ
´

1

23
¯

“
1 2

3

´
1

23

`
1

2

3

lo que queremos es

1

23

pdx,y, zq “
`

´
1 2

3

`
1

23

´
1

2

3 ˘

px,y, zq

Ahora bien, cuando evaluamos B3 en elementos de grado externo dos, por
ejemplo, a b b es inmediato de la condición de compatibilidad con el grado
que

1

23

pab b,y, zq “ 1

23

pab b,y, zq

“ 1

23

˝1
12
pab b,y, zq

“
2 1

4 3

pa, b,y, zq
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Como dx “ ∆x´ 1H b x` p´1q|x|xb 1H ` dix, lo que queremos veri�car se
desprende de

1

23

p∆x,y, zq “ 1

23

pxp1q b xp2q,y, zq

“
1

23

px,y, zq

1

23

p1H b x,y, zq “
2 1

4 3

p1H , x,y, zq

“
1 2

3

px,y, zq

1

23

pxb 1H ,y, zq “
2 1

4 3

px, 1H ,y, zq

“
1

2

3
px,y, zq

1

23

pdix,y, zq “ 0

Caso m “ 2:

Hay que veri�car para x P V e y P TV

δB2px,yq “ dB2px,yq `B2pdx,yq ` p´1q|x|B2px, dyq

o, en notación ˚:

p´1q|x||y|y b x´ xb y “ p´1q|x|dpx ˚ yq ´ p´1q|x|pdxq ˚ y ` x ˚ dy

´rx,ys “ p´1q|x|dpx ˚ yq ´ p´1q|x|pdxq ˚ y ` x ˚ dy

Recordemos que el diferencial total d en TV se descompone como

d “ D ´ r1H , ¨ s `Di

donde D es la única superderivación de TH (no de TV ) que coincide con ∆
en H, r1H ,´s es el superconmutador, con respecto a b, con 1H y Di es la
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extensión a TH de di. Por lo tanto, lo que debemos veri�car es

´rx,ys “ p´1q|x|Dpx ˚ yq ´ p´1q|x|∆x ˚ y ` x ˚Dy

´ p´1q|x|r1H , x ˚ ys ` p´1q|x|r1H , xs ˚ y ´ x ˚ r1H ,ys

` p´1q|x|Dipx ˚ yq ´ p´1q|x|pdixq ˚ y ` x ˚Diy

Lo que es cierto, debido a los siguientes hechos:

El último renglón es identicamente nulo, ya que Di deriva a ˚.

Por otra parte, dado que ∆ es H-lineal (respecto a la acción diagonal
en H bH), entonces su extensión también lo es:

Dpx ˚ yq “ p´1q|x|`1x ˚Dpyq, @x P V, y P TV

Por la distributividad de ˚ respecto de b a izquierda, se tiene

ra,bs ˚ c “ ra,b ˚ cs ` p´1q|b|p|c|´1q
ra ˚ c,bs

En particular, r1H , xs ˚ y “ r1H , x ˚ ys ´ p´1q|x||rx,ys.

A partir de B2pa,bb cq “ B3p∆a,b, cq tenemos que

x ˚ r1H , ys “ ∆x ˚ y “ p´1q|x|

Como mencionamos en la introducción del apartado, al pasar a la homología
se recupera el resultado conocido que presentamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.11. Sea g un álgebra de Lie y consideremos H “ Upgq y como
siempre V “ Upgq “ Kerpε : Upgq Ñ kq, entonces la cohomología de TV es

H‚
`

TV
˘

» Λ‚g

(Donde aquí Λg es el algebra exterior no unitaria en g. Si, en cambio,
considerásemos en la homología de TV , tendríamos el isomor�smo con el
algebra exterior unitaria en g.) Más aún, en grado uno el corchete de Lie de
H1pTV, dq es el conmutador en los elementos primitivos de Ug, es decir, el
corchete de Lie en g. Dado que Λ‚g esta generada (como álgebra) en grado
uno, la estructura de Gerstenhaber queda determinada por el corchete en ese
grado.
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Se recupera de esta manera la estructura estándar de álgebra de Gerstenhaber
en Λ‚g a partir de la estructura de sCacti-álgebra en TV . En otras palabras,
la estructura de álgebra de Gerstenhaber en Λ‚g para un álgebra de lie g
se levanta a una estructura de sCacti-álegra compatible con el grado en
TV “ T

`

Upgq
˘

.

Como subejemplo de lo anterior, podemos considerar el caso g “ LiepW q el
álgebra de Lie libre en un espacio vectorial W . Luego, Λ‚g “ Λ‚LiepW q es
el álgebra de Gerstenhaber libre en W . Esta estructura �se levanta� a una

estructura de sCacti-álgebra en TV “ T
´

UpLiepW qq
¯

“ T TW , en el sentido

de que la estructura de sCacti-álgebra induce la estructura de Gerstenhaber
de su homología.

4.2. Mor�smos y compatibilidad con grado

Notación: Si T “
À

T p,q es una sCacti-álgebra bigraduada, denotamos por

Tn :“
à

pPZ
T p,n

El siguiente lema muestra que es relativamente sencillo chequear que un
mor�smo sea de sCacti-álgebras, si el mismo está de�nido sobre álgebras
compatibles con el grado.

Lema 4.12. Sean T y C dos Cacti-álgebras bigraduadas, con estructura com-
patible con el grado y sea f : T Ñ C una transformación lineal, homogénea
de grado cero con respecto a la bigraduación. Si asumimos que

T está generada por T1 :“ ‘pT
p,1 como álgebra asociativa (en particu-

lar, T “ ‘ně1Tn),

f es un mor�smo de álgebras asociativas,

fpdtq “ dfptq para todo t P T1,

f |T1 : pT1, ˚q Ñ pC1, ˚q es un mor�smo de álgebras asociativas,

entonces, f es un mor�smo de Cacti-álgebras.

Demostración. Notemos por Y al producto asociativo dado por C2.

Vale mencionar que de manera análoga a lo que sucede en el teorema 4.10 los
signos están dados por la regla de Koszul. Sin embargo, en esta demostración
no es necesario explicitarlos y se omiten para mayor claridad.
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Hacemos las siguientes reducciones:

1. Si fpB2px,yqq “ B2pfx, fyqq, entonces fpM,x1, . . . ,xnq “ fpM, fx1, . . . , fxnq
para todo cactus M .

Demostración. Como el operad sCacti está generado por los cactus C2

y los Bm, basta ver que f conmuta con estas operaciones. Como f es
mor�smo de álgebras asociativas, por de�nición, conmuta con la acción
de C2. Para reducir ahora de Bm a B2 razonamos por inducción, con
argumentos similares al teorema 4.10. Recordemos la identidad

1

2...m

3

˝1
12
“
ÿ

k

2

3
...

1

k...m+1

k
+
1

Si tenemos Bmpx,y1, . . . ,ym´1q, con x P T p,‚, por la compatibilidad
con el grado, debe ser p ě m para que la expresión se a no trivial.
Poniendo x “ x1 Y x1 (dado que T está generada por T1 como álgebra
asociativa) se tiene

Bm

`

px1 Y x1q,y1, . . . ,ym´1

˘

“

m
ÿ

k“1

˘Bkpx1, ,y
1, . . . ,yk´1

q YBm´k`1px
1,yk, . . . ,ym´1

q

que por compatibilidad con el grado (como |x1|e “ 1, son todos nulos
salvo dos y se tiene

Bm

`

C2px1,x
1
q,y1, . . . ,ym

˘

“ ˘C2px1, Bmpx
1,y1, . . . ,ym´1

qq

˘C2pB2px1, y1q, Bm´1px
1,y2, . . . ,ym´1

qq

donde el primer término tiene |x1| ă |x| y el segundo se escribe utili-
zando B2 y Bm´1. Luego, f conmuta con los Bm si lo hace con B2

2. Si fB2px,yq “ B2pfx, fyq para todo x P T1, y P T , entonces fB2px,yq “
B2pfx, fyq para todo x,y P T ,

Demostración. Si x “ x1 Y ¨ ¨ ¨ Y xr, como B2 distribuye el producto
dado por C2 en la primera variable, se tiene

B2px,yq “
r
ÿ

k“1

˘ x1 Y . . . B2pxk,yq ¨ ¨ ¨ Y xr

de lo que se deduce lo que buscamos.
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3. Si fB2px, yq “ B2pfx, fyq para todo x, y P T1 (lo cual es cierto por
hipótesis), entonces fB2px,yq “ B2pfx, fyq para todo x P T1, y P T ,

Demostración. Sea y “ y1 Y y1 P T , notar que tanto el grado de y1

como el de y2 es estrictamente menor que le de y. Calculamos, para
x P T1,

B2px,yq “ B2px,y
1
Y y2q “ B2 ˝2 C2px, y

1, y2q

“ ˘B2px,y
1
q Y y2 ˘ y1B2px,y

2
q ` pδB3qpx,y

1,y2q

Notamos que (debido a que x P T1 y T es compatible con grado):

pδB3qpx,y
1,y2q “ dpB3px,y

1,y2q `B3pdx,y
1,y2q ˘B3px, dy

1,y2q ˘B3px,y
1, dy2q

“ B3pdx,y
1,y2q

Ahora, dado que dx P T2 y T esta generada por T1 como álgebra
asociativa, podemos escribir dx como (una suma de elementos de la
forma) dx “

ř

x1 Y x2, luego

B3pdx,y
1,y2q “ B3px1 Y x2,y

1,y2q

“ pB3 ˝1 C2qpx1, x2,y
1,y2q

“ ˘B3px1,y
1,y2q Y x2

˘B2px1,y
1
q YB2px2,y

2
q

˘x1 YB3px2,y
1,y2q

“ ˘B2px1,y
1
q YB2px2,y

2
q

(hemos usado nuevamente que T es cacti-compatible con el grado, y
que x1 y x2 pertenecen a T1).

Por lo tanto,

B2px,yq “ ˘B2px,yq Y y2 ˘ y1B2px,y
2
q ˘B2px1,y

1
q YB2px2,y

2
q

Calculamos entonces,

fpB2px,yqq “ f p˘B2px,y
1
q Y y2 ˘ y1B2px,y

2
q ˘B2px1,y

1
q YB2px2,y

2
qq

y como f es multiplicativa

“ ˘fB2px,y
1
q Y fy2 ˘ fy1 Y fB2px,y

2
q ˘ fB2px1,y

1
q Y fB2px2,y

2
q
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Como y1 y y2 tienen grado menor estricto que el de y podemos asumir
inductivamente que f preserva la operación B2px,´q en esos grados
por lo tanto lo anterior es igual a

“ ˘B2pfx, fy
1
qYfy2˘fy1YB2pfx, fy

2
q˘B2pfx1, fy

1
qYB2pfx2, fy

2
q

y como f preserva los grados y también T 1 se asume compatible con
el grado, los argumentos utilizados para eliminar los términos del tipo
B3px,´q se pueden usar también para B3pfx,´q, y concluimos

“ ˘B2pfx, fy
1
q Y fy2˘ fy1YB2pfx, fy

2
q ˘B2pfx1Y fx2, fy

1
Y fy2q

“ ˘B2pfx, fy
1
q Y fy2 ˘ fy1 YB2pfx, fy

2
q ˘B2pfdx, fpy

1
Y y2qq

y como f conmuta con el diferencial, fdx “ dpfxq y así llegamos a

“ B2pfx, fy
1
Y fy2q “ B2pfx, fyq

Como el requerimiento para usar la última reducción es válida por hipótesis
del lema, hemos concluido su demostración.

Es un corolario inmediato del lema anterior que el teorema 4.10 da lugar a
una equivalencia de categorías

Corolario 4.13. Sean H y H 1 dos biálgebras (d.g.) unitarias y counitarias.

Si se consideran, en vistas del teorema 4.10, ΩH “ T H y ΩH 1 “ T H
1
como

álgebras de cactus se tiene una correspondencia

HomsCactipΩH,ΩH
1
q
–
ÝÑ Hombiálgebras d.g.pH,H

1
q

Demostración. Las álgebras ΩH y ΩH 1 son compatibles con el grado. Además
están generadas como álgebras asociativas por H y H

1
respectivamente. Un

mor�smo de biálgebras f : H Ñ H 1 queda determinado por la restricción f :
H Ñ H

1
que cumple las condiciones del lema anterior, por lo cual determina

un mor�smo de cacti álgebras f : ΩH Ñ ΩH 1.

Observación 4.14. La estrctura de álgebra de cactus en ΩH es unica si
se pide compatibilidad con el grado y que la acción de B2 coincida con el
producto en deH. Esto se debe a que si se considerara otra estructra de cactus
ĄΩH con dichas propiedades, entonces la identidad ΩH Ñ ĄΩH veri�caría las
hipótesis del lema y daría un isomor�smo de cacti algebras.
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A modo de aplicación del lema anterior, tenemos el siguiente teorema que
puede ser visto como un agregado al diccionario entre los axiomas de biálge-
bras y los de Cacti. Antes del enunciado del teorema, recordamos la noción
de modulo-álgebra.

De�nición 4.15. Sea A un álgebra asociativa unitaria y H una biálgebra
unitaria y counitaria. Una estructura de H-módulo álgebra en A es una �echa

H b AÑ A

que hace de A un H-módulo de manera tal que la multiplicación de A

mA : Ab AÑ A

resulte un mor�smo de H-módulos (con la acción diagonal en Ab A).

En el caso en que A sea una d.g. álgebra y H, una d.g. biálgebra (unitaria
y counitaria); una estructura de H-módulo álgebra en A se dice diferencial
graduada (o simplemente d.g.) si

dphpaqq “ dHphqpaq ` p´1q|h|hpdApaqq

o equivalentemente, que el mor�smo estructural

ρ : H b AÑ A

conmute con el diferencial.

Teorema 4.16. Sea A una álgebra (d.g.) asociativa con unidad y H una
biálgebra (d.g.) unitaria y counitaria. Existe una correspondencia 1-1 entre el
conjunto de estructuras de H-modulo álgebra en A y el conjunto de mor�smos
de álgebras de cactus tΩH Ñ C‚pAqu

Demostración. Dado que ΩH y CpAq son ambas compatibles con el grado,
podemos usar el Lema 4.12, que dice que un mor�smo entre álgebras cactus
(con esa propiedad) f : ΩH Ñ CA es lo mismo que un mor�smo de álgebras
(d.g.) tal que su restricción en elementos de grado uno sea multiplicativo con
respecto a la operación ˚. Notar que la restricción a los elementos de grado
uno de una f produce un mor�smo

ρ :“ f |V : V Ñ EndpAq

Esto muestra que los mor�smo graduados cuyas restricciones son multiplica-
tivas con respecto a ˚ es lo mismo que estructuras de V -módulo (no unitarias)
en A, lo cual es lo mismo que estructuras de H-módulo unitario en A.
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Notamos a su vez que, recíprocamente, dada ρ : H Ñ EndpAq, una estructura
de H-módulo en A, restringiéndola a V sigue siendo multiplicativa, y por
la propiedad universal del álgebra tensorial, se extiende de manera única
como mor�smo de álgebras asociativas pρ : ΩH Ñ CpAq. El teorema entonces
quedará demostrado si vemos que �pρ conmuta con el diferencial si y sólo si
la estructura de H-módulo es de H-módulo álgebra�.
Denotemos, para h P H y a P A,

hpaq :“ pρphqqpaq

Al calcular el borde de Hochschild de ρphq,

pdeρphqqpab bq “ ´ahpbq ` hpabq ´ hpaqb

Por otra parte, el diferencial interno es

pdiρphqqpaq “ dphpaqq ´ p´1q|h|hpdpaqq

Como d “ de ` di, pero los (bi)grados son diferentes, la igualdad

dρphq “ pρdh

equivale a dos ecuaciones

deρphq “ pρdeh, diρphq “ ρdih

Por un lado, la ecuación con de nos dice que A es H-módulo álgebra, ya que

ppρdihqpab bq “ ppρp∆h´ 1H b h´ hb 1Hqqpab bq

“ ppρph1 b h2 ´ 1H b h´ hb 1Hqqpab bq

“ h1paqh2pbq ´ hpaqb´ ahpbq

y por lo tanto
Bρphq “ pρdih ðñ hpabq “ h1paqh2pbq

Para �nalizar, la ecuación diρphq “ ρdih dice

pdiρphqqpaq “ dAphpaqq ´ p´1q|h|hpdApaqq “ dHphqpaq

es decir, la condición d.g. para ρ.

Como corolario inmediato tenemos

Corolario 4.17. Sea A un álgebra asociativa (d.g), H una biálgebra (d.g), y
ρ : H bAÑ A una estructura de H-modulo álgebra (d.g), entonces ρ induce
un mor�smo de álgebras de Gerstenhaber

H‚
pΩH, dq Ñ HH‚

pAq
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Ejemplos

Sea g un álgebra de Lie y H “ Upgq, una estructura de H-modulo álgebra
en A es lo mismo que una acción de g en A por derivaciones. Si tomamos
g “ DerpAq, entonces el mor�smo ΩH Ñ CpAq induce en homología una
�echa

Λ‚DerpAq Ñ HH‚
pAq

cuya imagen es la subálgebra asociativa generada por las derivaciones.

Esto muestra que en general los mor�smo construidos de esta forma son no
triviales. Sin embargo, podría ocurrir que una biálgebra H no contribuya con
ninguna derivación, aunque sí diera lugar a elementos en grados mas altos.

Desarrollamos a continuación el ejemplo de menor tamaño que no es trivial
en este sentido. Sea H “ k1 ‘ kx ‘ kg ‘ kgx el álgebra (de Sweedler, o de
Taft) de dimensión 4, descripta en términos de generadores y relaciones como
la k-álgebra1 generada por x y g con relaciones

x2
“ 0, g2

“ 1, xg “ ´gx

que resulta una biálgebra con la comuliplicación

∆pgq “ g b g ∆x “ xb 1` g b x

Este álgebra no tiene elementos primitivos, por lo que H1pΩHq “ 0, sin
embargo un cálculo directo muestra que (la clase de) xg b x genera (sobre
k) H2pΩHq. Un cálculo menos directo muestra que H‚pΩHq es un anillo
de polinomios en una variable, con generador en grado dos dado por este
elemento. Incluímos a continuación la veri�cación de este hecho, que se
deduce de los tres siguientes items

H – H˚ como álgebras de Hopf, basta tomar los elementos de H˚

de�nidos por

pg :

$

’

’

&

’

’

%

1 ÞÑ 1
g ÞÑ ´1
x ÞÑ 0
xg ÞÑ 0

px :

$

’

’

&

’

’

%

1 ÞÑ 0
g ÞÑ 0
x ÞÑ 1
xg ÞÑ 1

y se veri�ca pg2 “ ε, pgpx “ ´pxpg, px2 “ 0. Por esta razón tenemos el
isomor�smo

H‚
pΩHq “ Ext‚H˚pk, kq – Ext‚Hpk, kq

1Consideraremos el caso 2 ‰ 0 en k.

129



A su vez, H “ pkrxs{x2q#kZ2, lo que permite calcular el Ext con la
fórmula

Ext‚Hpk, kq “ Ext‚krxs{x2pk, kq
Z2

(ver por ejemplo [Ste95]).

Ext‚krxs{x2pk, kq es un anillo de polinomios en una variable en grado
uno, digamos que su generador es D, hay dos posibilidades: la acción
del generador de Z2 es trivial en D, o actúa por D ÞÑ ´D. En el primer
caso valdría Extkrxs{x2pk, kq

Z2 “ krDs, en el segundo en cambio sería
Extkrxs{x2pk, kq

Z2 “ krD2s. Pero en H no hay elementos primitivos, por
lo tanto H1pΩHq “ 0 y con eso queda descartada la primera opción.

Una consecuencia de este cálculo es que el corchete de Gerstenhaber es trivial,
pues es trivial en el generador (por razones de grado).

Por lo tanto, en cualquier H-modulo álgebra A, la aplicación dada por

Ab2
Ñ A

ab b ÞÑ xgpaqxpbq

es un 2-cociclo integrable.

Observemos que dar una estructura de H-módulo álgebra en un álgebra A
es lo mismo que dar una Z2-graduación (dada por los autovalores ˘1 de g)
y una (super) derivación con respecto a esta graduación, pues la fórmula

hpabq “ h1paqh2pbq

en este caso, para h “ x dice (si a es homogéneo):

xpabq “ xpaqb` gpaqxpbq “ xpaqb` p´1q|a|axpbq

De esta manera, cada (super) derivación x en A da lugar a un cociclo inte-
grable distinguido en H2pΩHq.
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4.3. Comparación con otras estructuras

Algebras de cactus y de Baues

Finalmente, en esta sección enumeramos una lista de estructuras algebraicas
que pueden ser de�nidas a partir de la coálgebra tensorial. La razón de hacerlo
es, por un lado, la importancia de estas estructuras y su estrecha relación
con sCacti, y también para prevenir de una posible confusión con la aparición
de la estructura de biálgebra relacionada con sCacti, pues la misma puede
aparecer pero con signi�cados muy diferentes. Esta parte y sus de�niciones
no son utilizadas en ningún otro lado de la tesis, por lo que simplemente las
enumeraremos y haremos las a�rmaciones sin demostraciones. Una referencia
en esta subsección es el trabajo [GJ94].

La noción de sCacti-álgebra es un caso particular de otras estructuras. Si
pΛ, dΛq es un espacio vectorial diferencial graduado y Σ´1Λ su desuspensión,
hay una torre de estructuras algebaricas que pueden ser de�nidas con la
ayuda de la coálgebra T

c
Σ´1Λ, es decir, como espacio vectorial es el álgebra

tensorial (no unitaria), pero se considera ∆ la comultiplicación dada por
deconcatenación.

En realidad, análogo a lo hecho antes para TV , se puede considerar una
bigraduación considerando grado externo el tensorial, y grado interno el
inducido por Λ sin desuspender. Una coderivación de grado total uno, en caso
de respetar el bigrado (en el sentido de la observación 4.1 y la de�nición 4.4)
esta determinado unívocamente por dos aplicaciones (la primera homogénea
de grado uno y la segunda de grado cero):

dΛ : Λ Ñ Λ

µΛ :“ de : Λ
b2
Ñ Λ

Ser de cuadrado cero en T
c
Σ´1Λ equivale a que d2

Λ “ 0, que µΛ sea un
producto asociativo, y que dΛ sea una derivación con respecto a ese producto,
es decir, una d.g. álgebra asociativa.

Una manera equivalente de de�nir las A8-álgebras es a través de una co-
derivación (de grado total uno, pero no necesariamente compatible con el
grado)

D : T
c
Σ´1Λ Ñ T

c
Σ´1Λ
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A partir de la propiedad universal de la coálgebra cotensorial, dar una tal D
es equivalente a dar una transformación lineal

π ˝D : T
c
Σ´1Λ Ñ Σ´1Λ

o equivalentemente, una familia de aplicaciones

mn : Λ
bn
Ñ Λ

(donde en general se denota m1 “ dΛ, m2 “ µΛ). Las ecuaciones que deben
veri�car las mn para tratarse de un álgebra asociativa a menos de homotopía
se codi�can, en términos de D por una única ecuación: D2 “ 0.

Una estructura de B8-álgebra2 en Λ es, por de�nición, dotar a la coálgebra
cotensorial diferencial pT

c
Σ´1Λ, Dq de un producto que la convierta en una

biálgebra diferencial. Es decir, una aplicación

T
c
Σ´1Λb T

c
Σ´1Λ Ñ T

c
Σ´1Λ

que debe ser asociativa, debe conmutar con D en el sentido que D debe ser
no sólo coderivación de la deconcatenación sino también una derivación de
este producto, y además el producto debe ser mor�smo de coálgebras. Esta
última condición, dada la propiedad universal de la coálgebra T

c
Σ´1Λ dice

que la multiplicación está determinada por la proyección en Σ´1Λ, es decir,
está determinada por una aplicación

T
c
Σ´1Λb T

c
Σ´1Λ Ñ Σ´1Λ

lo que provee, junto con D, una familia de operaciones

mn : Λ
bn
Ñ Λ

Mn,m : Λ
bn
b Λ

bm
Ñ Λ

sujetas a ciertas ecuaciones (parte de las cuales corresponden a que las mn

den lugar a una estructura de álgebra asociativa a menos de homotopía).
Esta estructura tiene su origen en el trabajo de Baues [Bau81].

Una manera equivalente de de�nir una sCacti-álgebra es a partir de una B8
álgebra donde se pide que mn “ 0 para n ą 2, y Mn,m “ 0 si n ‰ 1 (en

2La notación B8 se presta a confusión ya que no es una noción a menos de homotopía de
una estructura B, en el sentido del capítulo 1.
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particular, el producto m2 es asociativo estricto). La correspondencia es to-
mar simplemente m1 como el diferencial, m2 el producto C2, yM1,m “ Bm`1.

En otras palabras, una estructura de sCacti álgebra en Λ es un tipo particular
de estructura de biálgebra en pT

c
Σ´1Λ, Dq. Este diccionario puede prestarse

a confución con el teorema 4.10, donde mostramos que las estructuras de
biálgebra enH están en correspondencia con las estructuras de sCacti álgebra
en T H (que extienden la de álgebra asociativa y son) compatibles con el
grado.

Aplicación a la construcción cobar de una coálgebra

En este apartado buscamos explicar de qué manera los resultados de este capí-
tulo se relacionan con los obtenidos por Kadeishvili [Kad05], Menichi [Men04]
y (recientemente) Young [You13].

A partir de una coálgebra (d.g) C se puede obtener un álgebra asociativa
(d.g.) vía la construcción cobar ΩC “ T C donde el producto asociativo
está dado por el tensorial y el diferencial se construye a partir del diferencial
(interno) y la comultiplicación de C (que da lugar al que llamamos externo).

En los mencionados trabajos se estudia el siguiente hecho. Al poseer C
además una estructura de biálgebra, se tiene en ΩC una estructura de Cacti
álgebra. El aporte del presente trabajo es no sólo dar de manera explícita
esta estructura (en contraposición a [Kad05, Men04]) y una demostración
completa de este hecho, sino también dar con la propiedad que permite el
recíproco: la compatibilidad con el grado (ver de�nición 4.4).

De esta manera, se consigue (junto con el lema 4.12) que el funtor cobar

Biálgebras Ω
ÝÑ Cacti-álgebras

es una equivalencia de categorías al correstringirlo a las álgebras compatibles
con el grado que son libres como álgebra asociativa. Por lo tanto, si H y H 1

son biálgebras tales que ΩH » ΩH 1, se tiene que H » H 1 y no sólo quasi-
isomorfas como se desprende de los resultados anteriores [Men04, Kad05,
You13].

Recordamos que Kadeishvili observa que, dado que H biálgebra d.g. implica
ΩpHq es un álgebra de cactus (que en particular es un álgebra de Baues) y
se tiene que BpΩpHqq es biálgebra d.g. Sin embargo, no responde si el quasi-
isomor�smo clásico BpΩpHqq Ñ H es o no de biálgebras. Esta pregunta es
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tomada por Young, y respondida a�rmativamente (con una leve modi�cación
de la construcción Ω por cierta rΩ). Con el resulltado de Young se puede
concluir que si H y H 1 son biálgebras tales que BpΩpHqq es quasi-isomorfa a
BpΩpH 1qq entonces H es equivalente débil a H. Pero si BpΩpHqq es isomorfa
a BpΩpH 1qq entonces solo se puede concluir que H y H 1 son equivalentes
débiles, y no isomorfas como se puede concluir de los resultados de esta tesis.

Por último vale mencionar que el resultado obtenido es (levemente) más
fuerte que el recíproco de la a�rmación

H biálgebra ùñ ΩH Cacti (compatible con el grado)

ya que el teorema 4.10 dice que si V es un espacio vectorial (d.g.) y TV es
una Cacti compatible con el grado entonces V “ H el ideal de aumentación
de una biálgebra H.

Por último, vale mencionar que la noción de H-módulo álgebra (ni su co-
rrespondencia con mor�smos de ΩH en el complejo de Hochschild de dicha
álgebra) son tratados en los trabajos mencionados.
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Apéndice A

Teorías de campos

Presentamos aquí un resumen de Teorías de Campos desde un punto de vista
matemático. El objetivo es introducir el operad de Cactus topológico como
una estructura relacionada con teorías de campos conformes (en dimensión
D “ 2). Comenzamos por exponer brevemente la axiomatización de teoría de
campos de Segal [Seg04] y Atiyah [Ati89] como punto de partida para luego
estudiar más especí�camente de teorías conformes (sección A).

En primer lugar se presenta una axiomatización de una teoría clásica de cam-
pos. Luego se pasa a estudiar la axiomatización de una teoría cuántica. Por
último, se estudian teorías conformes. La intención es motivar la de�nición de
estas teorías en teorías cuánticas generales y éstas, a su vez, en teorías clásicas
vía la integral de caminos. De esta manera, una teoría cuántica de campos
resulta una representación lineal de una categoría de cobordismo. Así, una
teoría conforme resulta un funtor con una categoría de partida particular:
la categoría de super�cies de Riemann. Cabe destacar que, historicamente,
éstas teorías fueron las primeras en axiomatizarse así (en [Seg04]) y luego las
topológicas (en [Ati89]).

El autor quisiera resaltar que el presente apéndice busca, principalmente,
ilustrar su motivación personal en el estudio del operad Cacti. El mismo se
presenta aquí como las cadenas singulares del operad topológico. Éste, a su
vez, puede verse como super�cies de Riemann in�nitesimales. Se sugiere así
que estudiar representaciones del operad Cacti es, en cierto modo, estudiar
Teorías Topológicas Conformes a género cero.

De esta manera, el material aquí tratado no es necesario para el estudio del
capítulo 2.Por eso se ha permitido un lenguaje no estrictamente preciso y
una exposición no agotada de los tópicos aquí tratados.
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Teoría clásica - formulación Lagrangiana

Comenzaremos por introducir el concepto de teoría clásica. En ella el sistema
físico se describe por una variedadM de dimensiónD (“ d`1, una dimensión
temporal y el resto espacial), unos campos de interés del problema y un
funcional, la acción S en el espacio de los campos a considerar.
Más detalladamente, se tienen unos campos ϕ que serán cantidades física-
mente relevantes. Típicamente los ϕ serán secciones a algún �brado E ÑM .
Llamemos F al conjunto de campos (o sea, de secciones de E que nos
interesen).
La formulación lagrangiana presupone la existencia de una densidad
L : F Ñ R, Lpϕ, Bµϕ, xq y se de�ne, de la siguiente manera la acción:

Spϕq “

ż

M

dV pxq Lpϕpxq, Bµϕpxq, xq

El principio físico que de�ne el comportamiento del sistema es el siguiente:
�La solución del sistema está dada por un punto crítico de la acción�. Más
explícitamente, ϕ es un punto crítico si al considerar un campo ψ arbitrario,
se tiene

dSpϕ` hψq

dh
|h“0 “ 0.

La condición sobre el campo obtenida de esta manera se llama ecuación de
Euler-Lagrange o �ecuación de movimiento�. En caso de ser M “ RD (el
espacio plano), corresponden a:

Bµ
BL

BpBµϕq
“
BL

Bϕ

Ejemplo: En el caso de una partícula de masa m, consideremos M “ ra, bs,
el tiempo. E “M ˆ R3 el �brado trivial y los campos, trayectorias:

q : ra, bs Ñ R3

Supongamos que la partícula está sometida a un potencial V : R3 Ñ R.
De�nimos entonces:

Spqq “

ż b

a

dt
m

2
pq1q2 ´ V pqptqq

Como Bq1pLq “ mq1, la ecuación de movimiento resulta la (segunda) ley de
Newton:

mq2 “ ´∇V
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Ingredientes de una teoría clásica

Ahora, en el caso de querer describir un sistema con una cierta condición
de contorno, la variación de la acción debe hacerse sobre los campos que
cumplen dicha condición. Supongamos que queremos, a modo de ejemplo,
calcular la evolución de un campo dada una condición inicial a un tiempo
t0. Esto corresponde a �jar el valor de dicho campo en una subvariedad
Y0 de M de codimensión 1. Al preguntar el valor del campo en un tiempo
�nal t1, estamos restringiendo ese campo en una subvariedad, también de
codimensión 1, Y1. Llamemos X a la porción de M comprendida entre Y0 e
Y1. En los ejemplos vistos (y en general) los campos están dados de manera
razonable en función de los espacio-tiempos.
Podemos entonces, más allá de las cuestiones técnicas del cálculo de la
solución a una teoría clásica, identi�car, siguiendo [Fre92a], [Fre92b] los
ingredientes más importantes involucrados. Fijemos primero d P N, la dimen-
sión de los espacios de la teoría. Así, los espacio-tiempos tendrán dimensión
D “ d` 1 y se llamarán X. En general las de dimensión d se llamarán Y .

De�nición A.1.
Consideraremos que tenemos dado, para cada variedad X de dimensión
d ` 1 el conjunto FX de campos en X. Asimismo, consideraremos dada,
para el caso en que BX ‰ H, el conjunto de �campos en el borde� FBX .
Estos campos podrían ser restricciones o gérmenes o cualquier otra cosa (por
ejemplo en el caso de cuerdas). Además, tendremos una aplicación restricción
B : FX Ñ FBX . También consideraremos dada la acción clásica SX : FX Ñ R.

Se piden los siguientes axiomas:

1. Invarianza de los campos y la acción ante isomor�smos (del tipo que se
quiera1).
Es decir, si X »

ÝÑ X 1, una isometría, isomor�smo conforme, difeo-
mor�smo, homeomor�smo, según corresponda, se tendrá FX » FX 1
y SX “ SX 1 .

2. Al considerar ´X (la orientación opuesta en X), debe ser F´X “ FX
y S´X “ ´SX . Esto se debe, en los ejemplos, al cambio en el signo de
la forma de volumen y la preservación del resto de los componentes en
el cálculo de la acción.

3. Si X “ X1 \X2, entonces FX » FX1 ˆ FX2 y la acción es aditiva.

1En el contexto físico, la mínima invarianza razonable es la métrica ya que corresponde a
la percepción desde distintos sistemas de referencia del fenómeno descripto.
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4. Axioma de pegado: Si Y ãÑ X es una subvariedad (inmersa) de codi-
mensión 1 disjunta con BX, sea X̂ la variedad que se obtiene de cortar
por Y (ahora BX̂ “ BX \ Y \´Y . El siguiente diagrama debe ser un
egalizador:

FX Ñ FX̂ Ñ FY
Y la acción debe dar lo mismo. Aquí es dónde se ve claro que las
restricciones al borde pueden necesitar retener más información, por
ej, el germen de la función diferenciable y no sólo su valor.

Teoría cuántica à la Feynman e integral de ca-
minos

Supongamos que existe una medida en los espacios FX y FBX . Esta suposición
debe ser entendida como punto de partida para la heurística de la de�nición
siguiente y no una hipótesis formal a veri�car de manera estricta en la una
teoría cuántica. La formulación por integral de caminos de la teoría cuántica
de campos postula que la probabilidad de obtener un cierto campo ϕ0 P FBX
está dada por2:

ż

Bφ“ϕ0

Dφ e´Spφq

En este caso, la integral sobre �todos los campos tales que su restricción al
borde es ϕ0� lo pensamos como una integral sobre �todos los campos� pesado
con una delta en ϕ0. Un poco más en general, no se tiene un estado puro ϕ0

sino una función fpϕq. Es decir, consideramos como espacio de estados:

HBX “ L2
pFBXq

Y postulamos que la probabilidad de tener la distribución de campos f está
dada por:

ż

FBX
Dφ fpBφq e´Spφq

Donde la primera aproximación correspondería a fpϕq “ δϕ0 .
(Si no, podríamos considerar alguna clase de funciones suaves y en el dual
tendríamos la delta, pero no nos interesa detenernos en esto ahora.)

2Tácitamente, nos restringimos a teorías euclídeas. En el caso de teorías lorentzianas, debe
ser eiSpφq. Asimismo, omitimos el factor ~´1 en dicho exponente.
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Tenemos entonces, en el caso de X una variedad con borde, de�nido:

ZX : HBX Ñ C

Función de partición

De�nición A.2.
Para una variedad cerrada X, de�nimos la función de partición como:

ZX “

ż

FX
Dφ e´Spφq

Operador evolución

Denotaremos un cobordismo X entre Y0 e Y1 por Y0
X
ÝÑ Y1.

Entonces, para un cobordismo Y0
X
ÝÑ Y1, consideraremos source y target

aplicaciones de restricción al borde:

s : FX Ñ FY0 , t : FX Ñ FY1
Siguiendo, UX : HY0 Ñ HY1 , de�nido como el operador que cumple, para
f P HY0 , g P HY0 :

ă g, UXpfq ąHY1
“

ż

φPFX
Dφ gptpφqq fpspφqq e´Spφq

De�nición A.3. Una teoría de dimensiónD “ d`1 consiste en dar un funtor
monoidal desde una categoría de cobordismo a una categoría de espacios de
estados (por ej, espacios vectoriales o de Hilbert).

Categorías de cobordismos

Para codi�car la simetría de la teoría, debemos especi�car la categoría de
cobordismos de partida. Siempre se considerarán como objetos las variedades
cerradas (compactas y sin borde) orientables de dimensión �ja d. Además,
suponemos que vienen con un collaring (ver 4.6 en Hirsch [Hir94], o sea un
cilindro pequeño de la variedad. Si Y0, Y1 son dos objetos, los mor�smos son
los cobordismos entre variedades, es decir variedades de dimensión D “ d`1,
tales que BX “ ´Y0\Y1 donde ´Y0 denota la variedad Y0 con la orientación
opuesta en el collaring. Toda variedad de dimensión D tiene un collaring que
�apunta para afuera� (ver [Hir94]), con esa información se pegan cobordismos
y así se de�ne la composición. Se puede ver que la variedad resultante no
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depende del collaring.
Volviendo a la cuestión de la simetría, en cada caso, de�niremos una cate-
goría distinta dependiendo de la estructura en las variedades de dimensión d
que quisiéramos considerar. Es decir, se considera el mismo mor�smo a dos
cobordismos que son difeomorfos, isométricos, conformemente equivalentes,
etc. A continuación, unos ejemplos.

simetría topológica [Ati89]: No se agrega más estructura en los objetos
y se consideran cobordismos equivalentes a los dados por variedades
difeomorfas.

Ídem antes, pero sólo considerar variedades de dimensiónD orientables.

simetría conforme [Seg04]: Considerar variedades con estructura métri-
ca, a menos de isomor�smo conforme. En el caso de dimensión 2, esto es
equivalente a dar una estructura compleja en la super�cie y estudiarlas
a menos de isomor�smo analítico.

Métrica: Como antes, pero a menos de isometría.

Teorías embebidas: Cualquiera de las anteriores, pero se toma un es-
pacio ambiente W y se consideran todas las variedades y cobordismos
embebidos en W .

Teorías de campos conformes

En esta sección se presentan teorías de campos conformes. Se buscó dar un
enfoque englobador de las distintas fuentes: [Seg04, Kac98, Hua98, Sch08].
Más precisamente, se toma como punto de partida la de�nición de Segal
(de�nición A.5) de Teoría de Campos Conforme: un funtor con valores en
espacios vectoriales que a una super�cie de Riemann le asigna un operador.
A partir de la de�nición de Segal, se estudia qué información determina una
teoría. Si se �ja una super�cie pantalón (una esfera a la que se le quitan
tres discos abiertos), toda super�cie de Riemann puede descomponerse en
cilindros y pantalones. A continuación, se restringe el estudio a las super�cies
de género cero, desde una óptica operádica. Se presenta el operad de Cactus
(topológico) como una suerte de límite de super�cies de género cero, o su-
per�cies in�nitesimales. Por último, se presentan muy brevemente las teorías
topológicas de campos conformes (TCFTs). Las mismas consisten en pasar,
aplicando el funtor de cadenas singulares, de la categoría original (enriquecida
en espacios topológicos) a una categoría enriquecida en complejos de cadenas.
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Notación: S1 :“ tz P C : |z|e “ 1u y D :“ tz P C : |z| ď 1u. La
parametrización estándar será la identidad de S1. La pensaremos recorriendo
la circunferencia en sentido antihorario y comenzando en 1 (lo cual distingue
a este punto y le da una orientación a la variedad).

De�nición A.4. Llamaremos RS a la categoría de super�cies de Riemann
(super�cies compactas con una estructura compleja). Es decir, la categoría
con objetos N0 pensado un número n como Cn el espacio dado por la unión
disjunta (ordenada) n círculos, es decir Cn “

š

npS1q y cuyas �echas

Cn
X
ÝÑ Cm

consisten en las super�cies de Riemann X con los bordes parametrizados
analíticamente3

š

npS1q \
š

mpS1q Ñ BX de manera tal que en los primeros
n, los entrantes, la orientación inducida por X y la parametrización corres-
pondiente no coinciden, y en los otros m, los salientes, sí. Una super�cie con
dos círculos entrantes y dos salientes, de género uno:

Si se tiene Cn
X
ÝÑ Cm

Y
ÝÑ Cl, la composición Y ˝X está dada por el pegado

de las super�cies a través de las parametrizaciones BX Ð Cm Ñ BY . Obser-
vemos que el dato de las parametrizaciones es fundamental para poder pegar
las super�cies identi�cando con la ayuda de las mismas y de esta manera no
tener ambigüedad en la de�nición.

Veamos un ejemplo. Al componer las siguientes super�cies C2
X
ÝÑ C2

X 1
ÝÑ C1:

3En el trabajo de Segal no se pide que las parametrizaciones sean analíticas, pero luego
en la literatura se suele incluir esta hipótesis ya que permite el pegado de la estructura
compleja de las super�cies.
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se obtiene C2
X 1˝X
ÝÝÝÑ C1:

La categoría así de�nida no tiene identidades. Obviamente, se pueden
agregar identidades formales. Geométricamente se puede pensar que la
identidad es el círculo S1 como un cilindro de altura nula. Esto es, se
piensa la identidad como el límite:

ĺım
εÑ0`

S1
ˆ r0, εs

Volveremos a esto más adelante al de�nir los anillos estándares.

Iremos aún más allá al agregar todas las parametrizaciones analíticas
como �echas de C1 en C1. Notaremos por Dif al grupo de difeo-
mor�smos analíticos (que preservan la orientación). Pensaremos las
parametrizaciones de S1 como cilindros de altura nula.

Se tiene en esta categoría una operación (parcial) en las �echas que
denotaremos X ÞÑ X̌j

i de�nida cuando X tiene al menos un círculo
entrante y uno saliente. Se obtiene a partir de X pegando el i-ésimo
círculo entrante y el j-ésimo saliente.

La unión disjunta da una estructura monoidal enRS: Cn\Cm “ Cn`m.

A continuación de�niremos una teoría de campos conforme como un caso
particular de la de�nición general A.3. Es decir, una CFT será un funtor
RS U

ÝÑ Hilb donde Hilb denota la categoría de espacios de Hilbert (y ope-
radores acotados). Si H es un espacio de Hilbert, notaremos por UpHq a los
operadores unitarios y CpHq a las contracciones, es decir a los operadores
lineales A tales }Av} ď }v}.

De�nición A.5. (primera versión de la de�nición)
Una teoría de campos conforme (en dimensión 2) consiste en un funtor
U : RS Ñ Hilb tal que:
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monoidal: UpCn \ Cmq “ UpCnq b UpCmq.
Luego, si llamamos H “ UpC1q, se tiene UpCnq “ Hbn, y UpC0q “ C

traza: Todos los elementos UpXq P Hbn bH˚bm son de tipo traza:
Si ek es una base ortonormal de H, para 1 ď i ď n, 1 ď j ď m se tiene
ÿ

k

xUpXqpv1, . . . , vi´1, ek, vi`1, . . . , vn, w1, . . . , wj´1, ek, wj`1, . . . , wmy ă 8

para v1s, w1s P H cualesquiera. Luego, se tiene de�nido el operador tri,j

Observemos que como componer es tomar traza entre las coordenadas
correspondientes a los círculos que se identi�can, se tiene la propiedad:

UpX̌j
i q “ tri,j

`

UpXq
˘

El semigrupo C

De�nición A.6. Sea C Ă HomRSpC1, C1q el semigrupo dado por los cilin-
dros. Es decir, �echas de la forma Apa, bq “ tz P C : a ď |z| ď bu para
a ă b P R con parametrizaciones de sus bordes.

Ejemplos: A modo de ejemplo, y para �jar notación, distinguiremos algunos
elementos en C:

Para q P Cˆă1, sea Aq “ tz P C : |q| ď |z| ď 1u con la parametrización
estándar del círculo unitario (que resulta saliente) y con la parametri-
zación estándar comenzando en q en el círculo entrante (θ ÞÑ qeiθ).

Sea E0 :“ tf : D ãÑ D̊ holomorfa : fp0q “ 0u.
Podemos pensar E0 ãÑ C vía:

f ÞÑ Af :“ D z Im f

con la parametrización estándar en el círculo unitario y la inducida por
la f en el círculo entrante.

Si consideramos q “ f 1p0q, tenemos f “ qg donde:

gpzq “ z `
ÿ

ką0

akz
k`1

Al reemplazar zk por eikθ para los z de módulo 1, tenemos la parame-
trización del borde entrante. Así, Af “ Aq ˝ g.
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Puntos importantes acerca de teorías conformes

Antes de proseguir, enunciaremos los puntos más importantes acerca de
teorías conformes.

En una teoría de campos conforme el valor de una teoría en el semigrupo C
de cilindros queda de�nida por su espacio de estados (como representación
del álgebra de Virasoro A.23).

Por otra parte, una teoría conforme está determinada por su valor en las
super�cies de género cero. Esto quiere decir que el valor de la teoría en
una super�cie de género g ą 0 se puede calcular a partir de los valores de la
teoría en las super�cies de género cero. Esto se debe a que cualquier super�cie
de Riemann se consigue pegando cilindros y pantalones, donde la super�cie
pantalón es:

Más precisamente, se elige un pantalón: una super�cie Y de género cero, dos
círculos entrantes y uno saliente. Considerando la super�cie con la estructura
opuesta,

Y

, se tiene que cualquier super�cie de Riemann se puede construir
pegando Y,

Y

y cilindros Aq.

Obviamente, esto no quiere decir que cualquier elección de Y dé lugar a una
teoría conforme. Más aún, datos coherentes a género cero no garantizan que
a género superior se tenga una teoría conforme. El problema de determinar
cuándo el género cero da lugar a una teoría completa ha sido estudiado
en [MS89, Zhu96].

Por otra parte, es posible restringirse sólo a super�cies con un sólo círculo
saliente. Es decir, el valor de la teoría en cualquier super�cie es calculable
a partir de las super�cies con una sola salida. Esto implica que las teorías
pueden estudiarse como álgebras sobre el operad S (que de�nimos a conti-
nuación) en vez de representaciones de la categoría de cobordismo RS.
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Teorías conformes en lenguaje operádico

A continuación, describiremos las teorías conformes de manera operádica.
Más adelante de�niremos el óperad de Cactus topológico y, de esta manera,
buscaremos relacionar el estudio de teorías conformes con el del operad Cacti.

De�nición A.7. Considerando sólo super�cies de Riemann con un sólo
círculo saliente se tiene el operad (topológico) de Segal, S dado por:

Spnq “ RSpn, 1q

con composición de�nida por

Y ˝Si X “ Y ˝RS `S1
\ S1

\ ¨ ¨ ¨ \

i
hkkikkj

X \S1
\ ¨ ¨ ¨ \ S1

˘

Es decir, la composición parcial i-ésima consiste en pegar en la entrada i-
ésima las super�cies involucradas.

En otras palabras, para dos super�cies de Riemann en S, la composición
parcial Y ˝i X del operad está dada por pegar el círculo saliente de X al
i-ésimo círculo entrante de Y . Por ejemplo, si X y X 1 son las super�cies:

Entonces X 1 ˝1 X resulta:

Observación A.8. La composición parcial respeta género. Es decir:

gpY ˝i Xq “ gpXq ` gpY q
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De�nición A.9. Debido a esto, se tiene el suboperad S0 formado por las
super�cies de género cero.

De�nición A.10. Se de�ne el operad de Pequeños Discos Enmarcados fD
como el suboperad (cf. [Hua98, 6.4] de S0 dado por:

fDpnq “

#

pz1, . . . , zn, q1, . . . , qnq P C2n tales que

#

B|qi|pziq Ă D @i

B|qi|pziq XB|qi|pzjq “ H @i ‰ j

+

Donde Brpzq “ tw P C : |z ´ w| ă ru y recordemos que D “ B1p0q es el
círculo unitario. La super�cie de Riemann dada unos parámetros zi, qi de esta
forma es:

Xpzi, qiq “ Dz
ď

i

B|qi|pziq

Donde las parametrizaciones son estándares comenzando en qi para el i-ésimo
círculo entrante y en 1 para el saliente. Esto es t ÞÑ zi ` qe2πt y t ÞÑ e2πt

respectivamente.

Observación A.11. El semigrupo Cˆă1 es un suboperad de fD vía q ÞÑ Aq.

Dada una CFT, se tiene entonces, considerando fD, una teoría a género cero.
Por el argumento del apartado A dos teorías coinciden si lo hacen en fD y
C (equivalentemente la representación del álgebra vir o el conjunto de sus
campos primarios).

Operad de cactus topológico

A continuación de�niremos un cactus topológico y posteriormente la estruc-
tura operádica en el espacio de los cactus. El operad de Cactus topológico
se debe a Voronov [Vor05]. El mismo puede pensarse como una versión
in�nitesimal del operad S como explicaremos más adelante.

De�nición A.12. Un cactus topológico de n lóbulos (n P N) consiste en la
siguiente colección de datos

n copias de S1 como espacio topológico punteado (distinguiendo 1 P S1)
que llamaremos los lóbulos del cactus, numerados de 1 a n. Al punto
distinguido lo llamaremos el punto base del lóbulo y lo notaremos ‚i.
Cada lóbulo, tendrá una longitud ri ą 0. Llamaremos la longitud total
del cactus a R “

ř

ri.
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Un punto t‚u, la raíz del cactus y para cada lóbulo i, un conjunto
�nito Pi Ă S1 (posiblemente vacío) de puntos en el i-ésimo lóbulo tal
que 1 R Pi. Llamemos P al conjunto de todos estos puntos, es decir,
P “ t‚u Y

Ť

i

Pi.

Una asignación suryectiva p : t‚1, . . . , ‚nu Ñ P tal que pp‚iq R Pi que
indicará dónde se pega cada lóbulo. Más aún, si se determina a ă ‚i

para todo a P Pi y ‚i ă pp‚iq esto debe ser un orden en el conjunto
P \ t‚1, . . . , ‚nu (y la raíz resulta el mínimo).

Un orden lineal en p´1pxq para cada x P P .

Para cada lóbulo i un punto distinguido, la espina, ei P S1.

Un cactus se dirá sin espinas si en todo lóbulo la espina coincide con el punto
distinguido de cada lóbulo. Es decir, ξi “ 1 P S1 @i.

Observación A.13. Un cactus se puede representar grá�camente de la
siguiente manera.

i. Por cada lóbulo i se dibuja en el plano una curva simple de longitud ri.

ii. En cada curva se marcan su punto base, los puntos Pi y la espina ei.

iii. Se pega el punto base del i-ésimo lóbulo al punto ppiq.

iv. En el caso de que más de un punto base se pegue al mismo punto x
en el k-ésimo lóbulo, se utiliza el orden lineal en p´1pxq de manera tal
que si se recorre la curva k-ésima en sentido antihorario al llegar a x se
encuentran los lóbulos pegados en el orden dado.

Por convención, siempre dibujaremos un cactus con la raíz abajo y en el caso
de que varios lóbulos se peguen en la raíz, el orden en los mismos como de
derecha a izquierda. La condición de que ă de�nido por la función de pegado
p sea un orden nos dice que el espacio formado por las curvas y sus interiores
es contráctil.

Ejemplo: El siguiente dibujo representa al cactus de 5 lóbulos dado por

P1 “ tcu, P2 “ P4 “ P5 “ H, P3 “ ta, bu

pp1q “ pp2q “ b, pp3q “ ‚, pp4q “ c, pp5q “ a

el orden lineal en ρ´1pbq es 2 ă 1 y las espinas e1, e2 “ 1, e3 “ a, e4, e5.
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4
15

3
2

b
a

c

e4
e1

e5

Notar que la asignación p determina arcos en cada lóbulo, cada uno con su
longitud. Si olvidamos estas longitudes, obtenemos lo que hemos denominado
un esquema de un cactus (ver de�nición 2.5.

De manera grá�ca, el esquema se puede recuperar de la representación grá�ca
de un cactus topológico como el dibujo donde sólo importa cuántos puntos
hay sobre cada lóbulo y cómo éstos se pegan según la asignación p.

El esquema del cactus antes dibujado es:

4
15

3
2

Llamemos Esqpnq al conjunto de todos los esquemas de cactus de n lóbulos.
El esquema de un cactus está determinado entonces por n, ki “ 7Pi, p y el
orden lineal en cada p´1p‚jq y p´1p‚q. Es decir, la cantidad de lóbulos, puntos
en cada lóbulo y la indicación de dónde se pega cada lóbulo.

Un cactus Xn de n-lóbulos está determinado entonces por:

Su esquema c P Esqpnq.

La longitud de sus lóbulos ri P Rą0 (para i “ 1, . . . , n).

La posición de las espinas ei P S1.

La longitud de todos los arcos.

Más precisamente, dado que la cantidad de arcos determinados en el i-ésimo
lóbulo es ki ` 2, llamemos xi0, . . . , x

i
ki`1 a dichas longitudes.
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Es claro que
ř

t x
i
t “ ri. Si ait :“ xit{ri, se tiene

ř

t a
i
t “ 1. En otras palabras,

el vector ai pertenece al ki símplice estándar, ∆ki con aij ą 0 @j.

Geométricamente, el hecho de asignar valor nulo a los arcos se interpreta
como que los puntos que lo determinan coinciden. Supongamos que se aij “ 0,
es decir, el j-ésimo arco del i-ésimo lóbulo tiene longitud nula. En este caso,
en el dibujo j ` 1 y j ` 2 coincidirían.
Sea c un esquema de n lóbulos. Construimos cij el esquema de n lóbulos dado
por:

k1s “

#

ks si s ‰ i

ks ´ 1 si s “ i

ρ1psq “

#

ρpsq si s ‰ i ó ρpsq ď j ` 1

ρps´ 1q en otro caso

Además, el orden lineal en ρ1´1pj`1q “ ρ´1pj`1q\ρ´1pj`2q es justamente
el inducido por esta unión disjunta. En otras palabras, el esquema c1 se
construye a partir de c eliminando el j` 2-ésimo punto en del i-ésimo lóbulo
y juntando la información de los puntos j`1 y j`2. Por ejemplo, al eliminar
del esquema representado antes el segundo arco del tercer lóbulo se obtiene:

4
15

3
2

Entonces, un cactus X de esquema c tal que aij “ 0 es equivalente al cactus
X 1 de esquema cij, mismos parámetros ri y longitudes de arcos:

ast “

#

ast si s ‰ i ó t ă j

ast`1 en otro caso

Es decir, el cactus X 1 tiene los mismos arcos originales salvo el j-ésimo del
i-ésimo lóbulo que se eliminó.

En la siguiente de�nición notaremos a esta relación de equivalencia por „.
Observemos además que, esta relación está basada en la identi�cación del
símplice ∆ki´1 como j-ésima cara del símplice ∆ki .
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De�nición A.14. El operad de Cactus Topológico se de�ne como:

T opCapnq es el espacio topológico de todos los cactus de n-lóbulos. Por la
observación anterior, este conjunto puede presentarse como:

T opCapnq “
´

ž

cPCpnq

n
ź

i“1

`

Rą0 ˆ S1
ˆ∆ki

˘

¯

{ „

y así se de�ne su topología.

Para n,m P N, i P 1, . . . , n, de�niremos la i-ésima composición

T opCapnq “ ˝i : T opCapnq ˆ T opCapmq Ñ T opCapn`m´ 1q

vía el pegado de cactus que de�niremos a continuación.
Dados los cactus Xn P T opCapnq y Xm P T opCapmq, el cactus Xn ˝i Xm P

T opCapn`m´ 1q se de�ne de la siguiente manera.
Se reparametriza el i-ésimo círculo de Xn vía t ÞÑ RXmt (y de esta manera se
consigue que tenga la longitud del cactus Xm). Luego se identi�ca el círculo
exterior de Xm con el interior de i-ésimo de Xn conservando la orientación
y de manera tal que la raíz de Xm coincida con la espina. De esta manera
el i-ésimo círculo de Xn es reemplazado por el cactus Xm Para �nalizar, se
etiquetan los círculos del cactus resultante utilizando t1, ¨ ¨ ¨ , i ´ 1u para
los círculos provenientes de Xn con etiqueta menor a i; por otra parte,
ti, ¨ ¨ ¨ , i ` m ´ 1u para los círculos t1, ¨ ¨ ¨ ,mu provenientes de Xm; y por
último ti`m, ¨ ¨ ¨ ,m` nu para los provenientes de Xn con etiqueta original
ti` 1, ¨ ¨ ¨ , nu.

De�nimos también uT opCa como el suboperad dado por

uT opCapnq “ tX P T opCapnq | @i : ri “ 1u

Notar que uT opCapnq ãÑ T opCapnq es un retracto dado por deformar los
parámetros ri a 1.
Los cactus sin espinas forman un suboperad que notaremos sT opCa. Por
último, también tenemos

suT opCa “ sT opCaX uT opCa

Observación A.15. Notemos que al considerar el grupo multiplicativo S1

se tiene
S1
“ uT opCap1q Ă T opCap1q
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Esto es análogo a C Ă RSp1, 1q. Más aún, recordemos que nos permitíamos
considerar cilindros Aq no sólo para q P Cˆă1 sino también para q de módulo
unitario. Es decir, en la inclusión (de semigrupos)

S1 ãÑ Cˆď1

pensamos a los elementos de S1 como cilindros de altura cero. Extendiendo
esta analogía, podemos pensar a los cactus límites de super�cies en S0.
Por ejemplo, un cactus de dos lóbulos se puede pensar como límite de una
super�cie pantalón:

2 1 Ñ 2 1

Viendo el siguiente ejemplo,

2 1 “ ˝ 2 1

podemos pensar que el cactus 2 1 codi�ca la interacción instantánea de
una teoría, es decir el paso in�nitesimal de dos círculos de entrada a uno.
Está fuera del estudio de esta tesis encontrar las condiciones en las que se
puede tomar límite y calcular el valor que una teoría dada induce en los
cactus. Más bien esto resulta una motivación para estudiar el dicho operad.

Para �nalizar la sección incluimos un breve apartado sobre teorías topológicas
conformes. La presentación de este tema no busca ser profunda en las suti-
lezas ni exhaustiva en los detalles. Sencillamente, la intensión es presentar,
valiéndonos de la observación anterior, al operad Cacti como una versión
combinatoria y simpli�cada del operad S0.

Teorías topológicas conformes

En el capítulo 2, se estudia el operad Cacti pero desde una perspectiva
completamente algebraica. Buscamos en aquí presentarlo como un modelo
simpli�cado de teorías topológicas conformes (a género cero). Para esto,
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pensaremos a los operads Cact y Cacti de la siguiente manera

Cactpnq “ Csimpl
˚

´

uT opCapnq
¯

Cactipnq “ Csimpl
˚

´

suT opCapnq
¯

donde Csimpl
˚ denota el funtor de cadenas celulares. En relación a esto, notemos

que a partir de la de�nición A.14 se obtiene una descripción celular del espacio
suT opCapnq donde las celdas se indexan por los esquemas de cactus.

Por ejemplo, un 1-símplice está dado por:

1

2

12 1 2

Un 2-símplice es, por ejemplo:

1
2

3

1

23

1

2

3 21
3

23
1

1

23

21

3

Lo que buscamos ilustrar entonces es la geometría de los espacios suT opCapnq
es capturada por los los complejos de cadenas Cactipnq (ya que corresponden
a su complejo de cadenas celulares) cuya descripción algebraica y combina-
toria hemos dado en el capítulo 2. De esta manera, el operad Cacti es una
linealización del operad topológico suT opCa. Esto es análogo a lo que ocurre
en teorías topológicas conformes, que de�nimos a continuación.

Una teoría topológica conforme o TCFT es una teoría topológica proveniente
de una teoría conforme [Get94, Kon95]. El proceso busca formalizar las ideas
de Witten [Wit88]. Intentaremos introducir brevemente el concepto. Notemos
como Csing

˚ al funtor de espacios topológicos en complejos de cadenas dado
por las cadenas singulares. Aplicando este funtor a los espacios RSpm,nq se
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obtiene una categoría con los mismos objetos de antes (N0) enriquecida en
complejos de cadenas. Es decir,

RSpm,nq :“ Csing
˚

´

RSpm,nq
¯

De�nición A.16. Una TCFT [Cos07] es un funtor como en la de�nición
A.5 pero con categoría de partida RSpm,nq.

Si nuevamente nos restringimos a super�cies de género nulo y un sólo círculo
saliente, se tiene un un dg-operad S0.

Uno podría aplicar las mismas ideas al operad T opCa y obtener un dg-operad.
Ahora bien, como

uT opCapnq ãÑ T opCapnq

es un retracto, se tiene que

Csing
˚

´

uT opCapnq
¯

ãÑ Csing
˚

´

T opCapnq
¯

es una equivalencia débil.
Por otra parte, para el espacio uT opCapnq se tiene un modelo simplicial
dado por la presentación de la de�nición A.14. Por lo tanto, al considerar
sólo cadenas celulares, se tiene que

Cactpnq “ Csimpl
˚

´

uT opCapnq
¯

ãÑ Csing
˚

´

uT opCapnq
¯

es también un cuasi-isomor�smo (de complejos de cadenas).

En cierta manera, a modo de motivación, se puede pensar entonces que el dg-
operad Cact es una versión simpli�cada y combinatoria de S0 (esto se debe
a que se tiene un modelo celular de uT opCa). En esa línea de pensamiento,
Cact-álgebras (representaciones del operad Cact) serían un modelo de juguete
de TCFT a género 0 (representaciones del operad S0).
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A.1. Más detalles sobre teorías conformes

En esta sección se exponenen detalles técnicos correspondientes a teorías
conformes. Se incluyen aquí para completar en cierta manera la presentación
e ilustrar la particularidad de dichas teorías. Se puede pensar, entonces, esta
sección como un apéndice del apéndice.

La anomalía conforme

Una simetría en la teoría clásica consiste en una operación que deja invariante
las ecuaciones de movimiento. Claramente, toda operación que deja invarian-
te la acción clásica es una simetría (clásica) de la teoría (ver apéndice). Pero
a veces ocurre que la �medida� en el espacio de todos los campos no es
invariante y esto introduce una anomalía en la teoría cuántica.

Es razonable pensar que una simetría clásica no siempre se traslada a la
teoría cuántica, basta contemplar la fórmula:

ż

φPFX
Dφ e´Spφq

La validez de dicha simetría en la teoría cuántica requerirá una condición
sobre la �medida� Dφ. Cuando esto no ocurre, se llama una anomalía de la
teoría cuántica.

El caso que nos interesa es la llamada anomalía conforme. A modo de ejemplo,
supongamos que S es la acción de Polyakov (ver apéndice para más detalle
y notación).

SpX, gq “

ż

a

´detphqha,bgµνBaX
µ
BbX

ν

En este caso, para un cambio conforme en la métrica h1 “ e2fh, la acción
se mantiene invariante, SpX, h1q “ SpX, hq, es decir, la teoría clásica es
conforme. Pero supongamos que la medida no lo hace. Los cuerdistas intuyen
que cambia controladamente ver [Pol98] cap. 1 y 3) por un factor:

pDφq1 “ eicSLpfqDφ

donde c P C es una constante (de la teoría) y SLpfq es la llamada acción de
Liouville4.
4SLpfq “

ş

X
dVg pBµfB

µf `Rfq
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En el caso de la teoría conforme, por razones históricas de teoría de cuerdas,
se supone que esta falla está controlada. Más precisamente, la clase conforme
de una super�cie X de�ne el operador UpXq a menos de múltiplo escalar de
módulo unitario. O sea, estamos en el caso de una representación proyectiva
de la categoría RS. Equivalentemente, una representación lineal de una
extensión central de RS.

De�nición A.17. Una extensión de RS consiste en una categoría ĄRS cuyos
objetos son los mismos y para cada mor�smo, se da una asignación:

X ÞÑ LX » C

Es decir, a cada super�cie de Riemann le asignamos un espacio vectorial
complejo de dimensión 1. Se tiene además, para cada par de mor�smos
componibles, una multiplicación:

LX b LY
mXY
ÝÝÝÑ LX˝Y

con las propiedades de asociatividad inducidas por las de RS. Se de�nen los
mor�smos de ĄRS como pares pX, ξq donde ξ P LX . Y se de�ne la composición
pX, ξq ˝ pY, ζq “

`

X ˝ Y,mXY pξ b ζq
˘

.

Segal muestra que la extensión es esencialmente única, siendo toda extensión
isomorfa a:

X ÞÑ LX “ DetbcLX bDet˚bcRX

donde DetX admite dos descripciones equivalentes:

DetX “

$

&

%

Λtop
´

Ω0,1pXq
¯

Det
´

B : Ω0,0pXq Ñ Ω0,1pXq
¯

La segunda descripción se basa en la construcción dada por Quillen en [Qui85]
y se encuentra desarrollada en [Seg04, Hua98]. Nos conformaremos con citar
aquí algunas de sus propiedades:

Proposición A.18.

LX “ L
rX cuando rX se obtiene a partir de X revirtiendo la parametri-

zación de algunos círculos de su borde.

L´X “ L˚X (recordemos que ´X es la super�cie con la orientación
opuesta y con todas las parametrizaciones de sus círculos revertidas).
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Se tiene un isomor�smo canónico LX » LX̌ .

Se tiene un elemento canónico ξA P LA cuando A es un cilindro.

Podemos ahora dar una versión �nal de la de�nición A.5:

De�nición A.19.
Una teoría de campos conforme consiste en un funtor monoidal proyectivo
RS U

ÝÑ Hilb, tal que UpXq es de tipo traza para toda X super�cie de
Riemann, o equivalentemente, un funtor monoidal (de tipo traza):

U : ĄRS
pcL,cRq

Ñ Hilb

Donde RSpcL,cRq es la extensión de la categoría para algún par de valores
cL, cR P C. No entraremos en detalle sobre esta construcción ya que no la
precisaremos en el resto de la monografía. Un desarrollo más profundo del
tema puede verse en el manuscrito original de Segal [Seg04] (que basa la
construcción a la vez en [Qui85]) o en [Hua98]. Las constantes cL y cR se
llamarán la carga izquierda y derecha de la teoría. En el caso cL “ cR “: c se
llamará la carga central.

Más adelante volveremos sobre el hecho de considerar representaciones pro-
yectivas. Puntualmente, lo haremos al considerar el álgebra de Virasoro (en
vez de sólo el álgebra de Witt).

Cuantización radial

La cuantización radial es, sencillamente, interpretar coordenada temporal a
la coordenada radial en un cilindro Apa, bq “ tz P C : a ď |z| ď bu.

Llamemos
Cą0 “ tz P C : =pzq ą 0u

Cě0 “ tz P C : =pzq ě 0u

D “ tz P C : |z| ď 1u

Dˆ “ Dzt0u

Se tiene:
R //

��

Cě0

��
S1 // Dˆ
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donde las �echas horizontales son las inclusiones y las verticales corresponden
al revestimiento τ ÞÑ e2πiτ . Es usual utilizar la notación q “ e2πiτ , es decir,
se supone esta relación entre q y τ sin mayor aclaración.

Observación A.20. Al interpretar el eje imaginario en Cą0 como el tiempo,
el disco D hereda una interpretación de tiempo donde 0 P D corresponde al
pasado in�nito.

El álgebra de Virasoro

Recordemos que Dif “ Diff`pS1q es el grupo de difeomor�smos analíticos
del círculo. Como todo grupo de difeomor�smos, su álgebra de Lie está dada
por los campos vectoriales (analíticos en este caso). Es decir, LiepDifq “
VectpS1q. Recordemos que

VectpS1
q “ xcospnθq

d

dθ
, sinpnθq

d

dθ
: n P Zy

R

De�nición A.21. Al complexi�car el álgebra, obtenemos la llamada álgebra
de Witt: witt “ x Ln : n P ZyC donde Ln “ ´ie´inθ ddθ . Se tiene

rLn, Lms “ pn´mqLn`m.

Observación A.22. Dada una teoría de campos conforme U , restringiéndola
aDif se tiene una representación proyectivaDif ρ

ÝÑ P
`

UpHq
˘

. Luego, se tiene

una representación proyectiva witt
dρ
ÝÑ EndpHq, lo que es equivalente a una

representación lineal de alguna extensión central de witt.

De�nición A.23. El álgebra de Virasoro es la única extensión central (no
trivial, salvo isomor�smos,) posible del álgebra de Witt (ver [Sch08], capítulo
5). Está dada por vir “ witt ‘ xCyC donde C es central y vale:

rLn, Lms “ pn´mqLn`m `
pn3 ´ nq

12
C δm`n

De�nición A.24. Una representación vir Ñ EndpHq se dirá unitaria si
cumple:

xLnv, wy “ xv, L´nwy@v, w P H

Es decir, el L:n “ L´n donde estamos llamando de la misma manera a Ln P vir
y a su imagen en la representación.
La denominación de �unitaria� se debe a que esta condición es equivalente a
que los generadores del álgebra VectpS1q actúen como operadores antisimé-
tricos en H. Así, si la representación proviene de una de Dif ésta debe ser
unitaria.
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De�nición A.25. Una representación V de vir se dirá de peso máximo para
c, h P C si existe un ψ P V tal que:

V “ xψyvir

Cψ “ cψ

L0ψ “ hψ

Lnψ “ 0, @n ą 0

En el caso h ě 0 se llama una representación de energía positiva. Esto se
debe a que L0 (que debe ser autoadjunto en una representación unitaria) se
corresponde (en el marco de la cuantización radial) a la derivada temporal y,
por lo tanto, sus autovalores se interpretan como la energía. Por este motivo,
se supone además que al diagonalizarlo se obtiene un espectro (los valores
medibles) acotado inferiormente y por consiguiente se puede suponer positivo.

Observación A.26. Si ψ es autovector de L0 con autovalor h, entonces vale
lo siguiente:

Lnψ es autovector de L0 con autovalor h´ n.

Más en general, Ln1 ¨ ¨ ¨Lnkψ lo es con autovalor h´
ř

ni.

Esto último da una graduación en el espacio vectorial V y es la razón por la
cual a ψ se lo llama de peso máximo. Si notamos que V “ xψyvir y Lnψ “
0 @n ą 0 se tiene

V “ xLn1 . . . Lnkψ : ni ă 0y

De�nición A.27. Una representación de peso máximo Mpc, hq se llama un
módulo de Verma si el conjunto tLn1 ¨ ¨ ¨Lnkψ : k ě 0, 0 ą n1 ě ¨ ¨ ¨nku es
una base de M como espacio vectorial.

Siempre existe un módulo de Verma para c, h P C cualesquiera, basta tomar
UpvirqbUpvir`qCc,h, donde U denota el álgebra envolvente, vir` es la subálgebra
generada por los Ln con n ą 0, L0 y C, y Cc,h “ C como espacio vectorial,
con acción trivial de los Ln, donde L0 actúa multiplicando por h y C por c.

Para cualquier representación V de peso máximo pc, hq se tiene un epimor-
�smo Mpc, hq� V .
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Teorema A.28. ([Sch08] Teorema 6.8 y 6.13)
Sea M “Mpc, hq, v PM vector de peso máximo. Entonces existe una única
forma hermítica x, y en M tal que:

xv, vy “ 1

La representación es unitaria. En particular, como L0 es autoadjunto,
sus autoespacios serán ortogonales.

Kerpx, yq es el submódulo propio maximal.

En el caso de que la forma x, y resulte semide�nida positiva debe ser c, h ě 0.
Más aún, si c ě 1, h ě 0 resulta así y es de�nida positiva para c ą 1, h ą 0.

De�nición A.29. (y corolario)
Para el caso en que la forma x, y sea semide�nida positiva, se tiene una
representación unitaria en

W pc, hq :“Mpc, hq{Kerpx, yq

que resulta de peso máximo. Una representación así es única salvo isomor�s-
mo.

Indescomponibles e irreducibles

Recordemos que un módulo se dice irreducible si no tiene submódulos propios
no triviales. Por otra parte, un módulo se dice indescomponible si no se puede
obtener como suma directa de dos submódulos propios.

Sólo nos limitaremos a mencionar los siguientes resultados.

Teorema A.30. ([Sch08, 6.17]).

Mpc, hq es indescomponible.

W pc, hq es irreducible.

Dada una CFT se tiene una representación proyectiva Dif Ñ PpUpHqq.
Esto induce una representación unitaria de vir en H. Esta representación
se descompondrá en una suma directa de W pc, hq (con el mismo c). Se
puede plantear el problema inverso. Es decir, si al considerar una cierta
representación V “ ‘iW pc, hiq, ésta se puede integrar a una representación
de Dif como primer paso para de�nir una CFT. El siguiente teorema [GW85]
nos garantiza eso.
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Teorema A.31. [Sch08, 6.18], [GW85] Sea H “ W pc, hq. Entonces se tiene
una representación proyectiva Dif Ñ P

`

UpHq
˘

.

Representaciones de energía positiva

Consideremos el siguiente teorema ([HN93, 9.13]):

Teorema A.32. Sea R ρ
ÝÑ UpHq una representación unitaria dada por t ÞÑ eitA

tal que A (que debe ser auto-adjunto) es positivo5. Entonces ρ se puede
extender de manera única:

R ρ //

��

UpHq

��
Cě0 ρ̂

// CpHq

Donde ρ̂ cumple:

1. Es una representación fuertemente continua, es decir continua con
respecto a la topología fuerte en CpHq

2. Es holomorfa en Cą0. Es decir, @u, v P H,ă u, ρv ą: Cą0 Ñ C es
holomorfa.

3. Es de re�exión positiva, es decir, ρ̂pzq: “ ρ̂p´zq

Observar que, dada una representación ρ̂ así, se recupera de manera única ρ
(y A).

La representacíon ρ̂ está dada por:

ρ̂pτq “ eiτA

El hecho de que cumple con lo pedido puede verse en [HN93].

5en [HN93] se enuncia para un A negativo.
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Observación A.33. En otras palabras, si la representación R ρ
ÝÑ UpHq del

teorema anterior viene dada como:

S1
Ñ UpHq

e2πit
ÞÑ e2πitL0

con L0 autoadjunto y positivo, se tiene una representación inducida:

DÑ CpHq
q “ e2πiτ

ÞÑ qL0 “ e2πiτL0

La representación q ÞÑ qL0 tiene las siguientes propiedades:

Es una representación fuertemente continua (en D).

Es holomorfa en D˝.

Es de re�exión positiva, es decir,
`

qL0
˘:
“ qL0

Observación A.34. Supongamos ahora que tenemos una representación
proyectiva de re�exión positiva del semigrupo C Ñ CpHq. Esto es, para A P
C, si denotamos por A al anillo con la orientación (y parametrizaciones)
opuesta(s), vale

UA “ U :A

Es decir, si A está dado por

A “ g´1
f ˝ Aq ˝ gi

con q P Dˆ, gi, gf P Dif , al ser

A “ g´1
i ˝ Aq ˝ gf

resulta
UA “ U´1

pgiqUqUpgf q

Por otra parte:
U :A “ U :pgiqU

:
q

`

U´1
pgf q

˘:

Entonces, la condición de re�exión positiva es precisamente:

U :pgiqU
:
q

`

U´1
pgf q

˘:
“ U´1

pgiqUqUpgf q
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Ahora, para A “ Aq (es decir, gi, gf triviales), se tiene:

U :q “ Uq

O sea, la representación del subgrupo Dˆ en CpHq es de re�exión positiva.
Por otra parte, suponiendo que la representación de C es continua, conside-
rando gf trivial y al hacer q Ñ 1, se tiene:

U´1
pgiq “ U :pgiq

O sea, la representación del subgrupo Dif es unitaria.

En vistas de esto y del teorema A.31 y la observación A.33 se tiene el siguiente

Corolario A.35. Hay una correspondencia uno a uno entre las representa-
ciones proyectivas de C en CpHq y las representaciones unitarias del álgebra
de Virasoro virÑ EndpHq.

Dicho en otras palabras, la representación del álgebra de Virasoro determina
la teoría en los cilindros. Dado que toda super�cie puede descomponerse en
cilindros y pantalones, una teoría queda determinada por su valor en ellos.
En la siguiente sección estudiamos cómo la representación vir Ñ EndpHq
se puede estudiar a partir de vectores de peso máximo o campos primarios.
Además, de qué manera a partir de un campo primario Ψ se puede de�nir
un operador en H. En pocas palabras esto se consigue evaluando una de
las entradas de una super�cie pantalón en Ψ. Si bien esta sección no es
determinante para el resto del capítulo, se decidió incluirla ya que se considera
que un resumen de teorías conformes, por más breve que sea, se encuentra
incompleto sin mencionar campos primarios. Para más detalles sobre el tema
ver [DFMS97].

Campos primarios

Aclaración: A partir de este momento, consideraremos una teoría conforme
U : RS Ñ Hilb holomorfa, esto quiere decir que la dependencia de U en X
es holomorfa como función de los parámetros modulares. Es decir, si se tiene
una super�cie X, se la descompone en cilindros Aqi y pantalones, entonces
la teoría debe ser holomorfa en los parámetros qi.

A lo largo de este apartado, U denotará una teoría conforme y H “ UpC1q

su espacio de estados.
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De�nición A.36. [Seg04] Un Ψ P H se dice campo primario si existe un
h P C tal que para toda f P E0 se tiene:

UfΨ “
`

f 1p0q
˘h

Ψ

donde, recordemos, Uf “ UpAf q.

Para desempacar la de�nición, recordemos que Af P C está dado por un par
q “ f 1p0q P Dˆ, g P Dif vía Af “ Aq ˝ g. Sabiendo que:

Uq “ qL0

Upgq “ e
ř

ną0 anLn

se tiene que condición de la de�nición equivale a:

qL0e
ř

ną0 anLnΨ “ qhΨ @q P Dˆ, g P Dif

Poniendo g “ id se tiene que L0Ψ “ hΨ (y como L0 es positivo, h ě 0).
Al variar sobre toda g P Dif se tiene LnΨ “ 0 @n ą 0. Es decir, un campo
primario es lo mismo que un vector de peso máximo.

Ejemplo: Consideremos Ω el vector vacío de la teoría: Ω “ UpDq. Observe-
mos que Af ˝ D “ D, por lo tanto:

AfΩ “ Ω

O sea, Ω es un campo primario con h “ 0.

De�nición A.37. Dado Ψ P H un campo primario con h P N0, Cn
X
ÝÑ

Cm una super�cie de Riemann, se de�ne una forma en X con valores en
H˚bn bHbm de la siguiente manera:

Sea z P X y D φ
ÝÑ X una carta tal que φp0q “ z. Consideramos Cn`1

X̂φ
ÝÝÑ Cm

dado por:
X̂φ :“ XzImpφq

cuya parametrización del círculo nuevo está dada por la φ del mismo modo
que en la construcción de Af . Es más, se puede pensar como una generaliza-
ción de aquella construcción: al tomar X “ D, z “ 0, φ “ f se tiene X̂φ “ Af .
Ahora de�nimos

ΨXpzqdz
h :“ UpX̂φqp. . . ,Ψq

Es decir, al recortar Impφq de la super�cie X se agrega un nuevo círculo.
La variable correspondiente a este círculo se evalúa en Ψ y así se obtiene un
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operador UpX,φq : Cn Ñ Cm. De esta manera queda de�nida una forma: si se

tiene otra carta en z dada por D
rφ
ÝÑ X,φp0q “ z, suponiendo Imprφq Ă Impφq

vale
f :“ φ´1

rφ P E0

Observemos entonces que
X̂

rφ “ X̂φ ˝ Af

Por lo tanto

ΨXpzq drz
h
“ UpX̂

rφqp. . . ,Ψq drz
h
“ UpX̂φqp. . . , UfΨq drz

h

“ UpX̂φqp. . . ,
`

f 1p0q
˘h

Ψq drzh “ UpX̂φqp. . . ,Ψq
`

f 1p0qh
˘

drzh
looooomooooon

dzh

En la de�nición de la forma ΨX se utiliza el hecho de que Ψ sea un campo
primario para asegurar que UpgqΨ “ Ψ : @g P Dif . Para campos que no
sean primarios pero sí peso conforme de�nido (es decir, autovectores de L0)
se puede proceder de manera análoga si se lograse utilizar parametrizaciones
estándar. Apliquemos esta idea a la super�cie con dos círculos entrantes y
uno saliente.

Ppz,r0,r1q : “ D z
`

tw P C : |w| ă r0u Y tw P C : |z ´ w| ă r1u
˘

“ Ar0 z tw P C : |z ´ w| ă r1u

con parametrizaciones estándar en todos los círculos.
Llamemos

Upz,r0,r1q :“ UpPpz,r0,r1qq

De�nición A.38. Sea V Ă H de�nido de la siguiente manera. Para tΨiuiPI Ă

H un conjunto linealmente independiente de campos primarios, V “ă tΨi :
i P Iu ąvir. Supondremos I �nito. Se tiene:

V “ H

V “
À

ně0

Vn donde V0 “ă tΨi : i P Iu ąC, Vn “ă tL´n1 ¨ ¨ ¨L´nkΨi : i P

I,
ř

j nj “ nu ąC. Diremos |v| “ n si v P Vn.

164



Si, v “ L´n1 ¨ ¨ ¨L´nkΨi y hi es tal que L0Ψi “ hiΨi entonces L0v “
phi ` |v|q

Queremos ahora determinar la dependencia de Upz,r0,r1q en z, es decir, para
v0, v1 P V y estudiaremos:

Upz,r0,r1qpv0, v1q

Consideraremos que la primera variable corresponde al círculo centrado en 0
y la segunda al círculo centrado en z. Al variar los radios de los círculos por
r10 ă r0, r

1
1 ă r1 obtenemos:

Ppz,r10,r11q “ Ppz,r0,r1q ˝
´

Ar10{r0 Y Ar11{r1

¯

Luego, al aplicar U obtenemos:

Upz,r10,r11qpv0, v1q “ Upz,r0,r1q

ˆ

p
r10
r0

q
L0v0, p

r11
r1

q
L0v1

˙

Dado que los autovectores de L0 forman una base de V , supongamos que
v0, v1 P V tienen pesos conformes h0, h1 respectivamente. Obtenemos enton-
ces:

r1
´h0
0 r1

´h1
1 Upz,r10,r11qpv0, v1q “ r´h00 r´h11 Upz,r0,r1qpv0, v1q

que depende solamente de v0, v1 P V y z P Dˆ.
De�nimos así el operador de vértice en z correspondiente a v1 actuando en
v0:

Ypv1, zqv0 :“ r´h00 r´h11 Upz,r0,r1qpv0, v1q

y extendiendo linealmente se obtiene una aplicación

Y : V b V Ñ HolpDˆ, V q

Desarrollando en serie con centro en 0 la función holomorfa se obtiene lo
que usualmente se denomina la correspondencia estado-operador o estado-
campo (ver [Kac98]).

Y : V b V Ñ V rrz˘1
ss

v0 b v1 ÞÑ
ÿ

nPZ

anz
´n´1

Se puede ver entonces que la teoría queda determinada por los campos pri-
marios y su interacción, codi�cada en la aplicación Y . Los campos primarios
determinan la representación del álgebra de Virasoro y, por lo tanto, el valor
de la teoría en los cilindros. La aplicación Y determina el valor de la teoría
en el pantalón.
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De�nición A.39. Un álgebra de operadores de vértice pV, Y,Ω, ωq consiste
en los siguientes datos. Un espacio vectorial V (Z graduado).

V “
à

nPZ
Vn

tal que Vn es de dimensión �nita y Vn “ 0 para n su�cientemente pequeño.

Y : V b V Ñ V rrz˘1
ss

v0 b v1 ÞÑ Y pv1, zqv0 “
ÿ

nPZ

anz
´n´1

Junto con los vectores distinguidos Ω P V0, ω P V2 tales que los siguientes
axiomas se satisfacen:

1. @v0, v1 P V DN tal que si n ě N te tiene anu “ 0

2. Y pΩ, zq “ 1V

3. @v P V se tiene Y pv, zqΩ P V rrzss y Y pv, zqΩ|z“0 “ v (ie: v´1Ω “ v).

4. Función de cuatro puntos: Para, v0, v1, v2 se tiene

Xpv1, v2, v0; z, wq P V rrz, wssrz´1, w´1, pz ´ wq´1
s

Cuyos distintos desarrollos en serie son:

Y pa, zqY pb, wqc en V rrz˘1srrw˘1ss

Y pb, wqY pa, zqc en V rrw˘1ssrrz˘1ss

Y pY pa, z ´ wqb, wqc en V rrw˘1ssrrpz ´ wq˘1ss

5. Para ω, escribimos Y pω, xq “
ř

Lpnqx´n´2 (o sea, Lpnq “ ωn`1) y se
tiene (para algún c P C:

rLpmq, Lpnqs “ pm´ nqLpm` nq `
cpm3 ´mq

12
δn,´m

6. Lp0qv “ nv si v P Vn

7. Lp´1q deriva en el siguiente sentido:

BxY pv, xq “ Y pLp´1qv, xq

166



Observación A.40. Para concluir la sección, es nuestra intención motivar
los axiomas de álgebra de operadores de vértice geométricamente. Es decir,
cómo pueden interpretarse en el contexto de Segal. No buscamos dar una
derivación completa de los mismos sino ilustrar de qué manera una VOA
intenta codi�car la interacción de las super�cies de género cero y de qué
manera, además, esta información resulta in�nitesimal.

1. Esto debe pedirse. Es decir, la axiomatización de Segal no lo garantiza.

2. Observemos que
Ppz,r0,r1q ˝1 D “ Ar0

Por lo tanto

Upz,r0,r1qpv0,Ωq “ U
´

Ppz,r0,r1q ˝1 D
¯

v0 “ U
´

Ar0

¯

v0 “ rL0
0 v0

Luego, YpΩ, zqv0 “ v0.

3. De manera análoga:

Upz,r0,r1qpΩ, v1q “ U
´

Ppz,r0,r1q ˝0 D
¯

v1

obteniendo el disco estándar D al cual se le ha quitado el disco centrado
en z de radio r1. Luego, Ypv1, zqΩ es holomorfo en D (es decir, al evaluar
en Ω se pega un disco en 0 que elimina la singularidad). Ahora, al hacer
z Ñ 0 se tiene que Ppz,r0,r1q ˝0 DÑ Ar1 y por lo tanto Ypv1, 0q “ v1.

4. De�namos de manera análoga a Ppz,r0,r1q, mor�smos

C3

Qpz,w,r0,r1,r2q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÑ C1

como el disco D al cual le quitamos un disco de radio r0 centrado en 0,
uno de radio r1 centrado en z y uno de radio r2 centrado en w con pa-
rametrizaciones estándar. Razonando de manera análoga, descartamos
la dependencia en ri considerando vi de peso conforme hi y de�niendo:

X pv1, v2, z, wqv0 :“ r´h00 r´h22 r´h22 Upz,w,r0,r1,r2qpv0, v1, v2q

Este operador depende holomorfamente en z, w. Además, se tienen las
siguientes identidades geométricas:

Si existe un R ą 0 tal que

Br1pzq Ă BRp0q y Br2pwq Ă pARq
˝

167



se tiene

Qpz,w,r0,r1,r2q “ Ppw,R,r2q ˝0 Ppz,r0,r1q

Cambiando los roles de z y w, es decir, si existe un R ą 0 tal que

Br2pwq Ă BRp0q y Br1pzq Ă pARq
˝

se tiene

Qpz,w,r0,r1,r2q “ Ppz,R,r1q ˝0 Ppw,r0,r2q

Por otra parte, si existe un R ą r1 tal que

BRpzq Ă pAr0q
˝ y Br2pwq Ă BRpzq

se tiene

Qpz,w,r0,r1,r2q “ Ppz,r0,Rq ˝1 Ppw´z,r0,r2q

Pasando a los operadores Y ,X obtenemos respectivamente:

X pv1, v2, z, wqv0 “

$

’

’

&

’

’

%

Ypv2, wqYpv1, zqv0

Ypv1, zqYpv2, wqv0

Y
´

pYpw ´ z, v2qv1, z
¯

v0

Al desarrollar en serie las distintas presentaciones de X pv1, v2, z, wqv0

se tienen las identidades del axioma 4.

5. Observemos que un tal ω debe ser ω “ Lp´2qΩ. Si consideramos el
disco unitario con parametrización saliente concentrada en lugar ´2,
es decir, g “ e´ε2θi y lo pegamos en la entrada 1 de Ppz,r0,r1q obtendre-
mos el operador de vértice correspondiente a eεLp´2q. Al recalcular la
dependencia en z y considerar d

dε
, ver [Hua98] prop. 3.2.5, se recupera

la expresión en cuestión.

6. El espíritu de este axioma es capturar la acción diagonal del operador
L0. En el caso de VOA, se deber recordar los pesos conformes de la
teoría con estructura extra: un módulo sobre el álgebra.
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7. La propiedad de Lp´1q proviene de considerar en la entrada correspon-
diente al v, una parametrización g “ e´iθz0 , es decir, concentrada en el
coe�ciente ´1. Considerando la siguiente identidad geométrica

Ppz´z0,r0,r1q “ Ppz,r10,r11q ˝ Ag

y al tomar z0 Ñ z, se recupera la propiedad. (Para más detalle, ver [Hua98]
prop. 3.2.4.)
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Apéndice B

Código utilizado

En la investigación realizada ha sido necesaria una gran cantidad de cálculos
explícitos en el operad Cacti. Debido a que los mismos crecen en complejidad
(cantidad de términos) rápidamente, se decidió realizar una implementación
informática del operad Cacti. La misma se realizó en Python utilizando la
suite SAGE [S`12]. A continuación se expone brevemente la forma en que
esto fue realizado. Para más precisión, se incluye además una copia del código
desarrollado.

En primer lugar, se decidió dejar un parámetro global N P N e implementar
los cactus de a lo sumo N lóbulos. El número n será típicamente 5 o 6, aunque
hemos realizado cálculos hasta n “ 9. Un cactus se codi�ca como una tira
de números enteros. La misma puede ser una lista (tipo de dato mutable,
de longitud variable) o una tupla. Se utilizaron ambos, traduciendo unos
por otros cuando correspondiera. En SAGE se puede construir un espacio
vectorial con una base dada. Por cuestiones técnicas, la base no pueden
ser objetos mutables y por lo tanto se utilizaron tuplas. En la elección
de la base, una opción sería optar por los cactus x “ px1, . . . , xn`kq con
n P t1, . . . Nu, l P t0, . . . , n´ 1u. Sin embargo, Para sacar provecho de las he-
rramientas dentro de SAGE, se decidió codi�car un cactus x “ px1, . . . , xn`kq
como una permutación seguido por el cactus en orden canónico, esto es si
pxj1 , . . . , xjnq es la secuencia de las primeras apariciones de cada valor, enton-
ces pxj1 , . . . , xjnq “ p1, . . . , nq. Por ejemplo p1213q, p1213431q son canónicos,
pero p212q no (y se codi�ca como p121q junto con la permutación 1 Ø 2. De
esta manera, se construye para cada N de prueba el SN -módulo libre con
base los cactus canónicos.
Como es esperable, los cálculos de las composiciones parciales y del diferencial
del dg-operad se realizan de manera combinatoria en los cactus y se extienden
linealmente.
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Asimismo, se han implementado las ecuaciones de A8-álgebra que se buscaba
resolver. Esto es, en el proceso de construir el mor�smo η:

A8
η
ÝÑ Cacti

para unos candidatos wi “ ηpmiq 1 ď i ď r se calcula la ecuación que debe
cumplir un eventual wr`1 “ ηpmr`1q:

δ
`

wr`1

˘

“

n´1
ÿ

i“1

ÿ

p`q“n`1

p´1qpi´1q`pp´iqq wp ˝i wq “: asocr`1

Además, se implementaron un par de algoritmos para resolver esa ecuación,
o más en general cualquier ecuación de la forma δx “ y para y un cactus con
coe�cientes enteros. El más sencillo se puede describir de la siguiente manera:

1. Se comienza con w “ 0, a “ asocr`1.

2. Se recorren todos los cactus x de r ` 1 lóbulos y dimensión r ` 3 y si
se veri�ca:

7términos
`

a˘ δx
˘

ă 7términos
`

a
˘

se cambian w Ñ w ` x, aÑ a˘ δx.

3. Si a “ 0 entonces wr`1 “ w, si no, se vuelve al paso 2.

Debido a que la cantidad de cactus a veri�car en el paso 2 crece rápidamente
con r, se decidió mejorar este paso. En vez de recorrer todos los cactus de
r ` 1 lóbulos y dimensión r ` 3, se construye una lista de candidatos de la
siguiente manera. Para cada término t de a, se calculan los cactus tales que
t es una de sus caras. Se consigue la lista �nal como la unión de las listas de
todos los candidatos para cada término. Esta modi�cación sencilla permitió
realizar los cálculos explícitos hasta n “ 9 lo que contribuyó a la conjetura
del resultado principal de esta tesis.

Por último, una vez conjeturada la factorización del mor�smo η como

A8
φ
ÝÑ Ap2q8

µ
ÝÑ Cacti

y habiendo pasado a la búsqueda de µ se implementó de manera similar el
cálculo de las ecuaciones correspondientes a Ap2q8 con el detalle de que ahora
las mismas están indexadas en aridad r ` 1 por las tiras ξ P t˝, ‚ur.
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Conforme se han ido calculando, se ha construido un diccionario que codi�ca
la asignación

ξ ÞÑ µpmξq

De esta manera se ha podido conseguir los ejemplos con ξ P t˝, ‚ur para
valores bajos (1 ď r ď 5). Esto ha permitido, a su vez, contar con información
su�ciente como para conjeturar las proposiciones 3.3 y 3.5 así como veri�car
el teorema 3.8.
Por último, se han implementado las operaciones ˝ y ‚ de la de�nición
3.1 (llamadas blanco y negro respectivamente) y las rutinas que veri�caran
explícitamente dichos resultados. De esta forma se obtuvo evidencia de la
validez de dichos lemas hasta N “ 9 (unas 29 ecuaciones, varias de las cuales
con de miles términos).

Código fuente

A continuación se adjunta el código fuente de la implementación descrita
anteriormente. El símbolo Œ indica la continuación de la línea anterior, en
contrapartida al comienzo de una nueva.

cacti.sage

from sage.all import *

#Decide si una suryección es un cactus
def is_cactus_can(f):

n = (f.codomain()).cardinality()
m = (f.domain()).cardinality()
for i in range(m-1):

if f(i) == f(i+1):
return False

l = []
for k in range(m):

if l.count(f(k))==0:
l.append(f(k))

if l != range(n):
return False

subseq = [ [f(x1),f(x2), f(x3), f(x4)] for x1 in range(m) for x2 in range(x1+1,m) for
Œ x3 in range(x2+1,m) for x4 in range(x3+1,m)]

for l in [ [i,j,i,j] for i in range(n) for j in range(n) if j != i ]:
if l in subseq:

return False
return True

#Decide si una lista es un cactus
def is_cactus_a_list(l):

n = max(l)
m = len(l)
for i in range(m-1):
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if l[i] == l[i+1]:
return False

laux = []
for k in range(n):

if l.count(k+1)==0:
return False

subseq = [ [l[x1],l[x2], l[x3], l[x4]] for x1 in range(m) for x2 in range(x1+1,m) for
Œ x3 in range(x2+1,m) for x4 in range(x3+1,m)]

for laux in [ [i,j,i,j] for i in range(1,n+1) for j in range(1,n+1) if j != i ]:
if laux in subseq:

return False
return True

#Genera todos los cactus k-dimensionales con n lóbulos
def gen_c_can(n,k):

cacti = []
maps = FiniteSetMaps(n+k,n)
for f in maps:

if is_cactus_can(f):
cacti.append( tuple([f(x)+1 for x in range(n+k)]) )

return cacti

#Genera todos los cactus con n lóbulos
def gen_cacti_can(n):

cacti = []
for k in range (n):

cacti = cacti + gen_c_can(n,k)
return cacti

#Genera todos los cactus con a lo sumo n lóbulos
def gen_cacti_can_up_to(n):

cacti = []
for i in range(1,n+1):

cacti = cacti + gen_cacti_can(i)
return cacti

#Genera el espacio V de cactus con a lo sumo n lóbulos
def gen_cacti_new(n):

l = [(1,)]
for k in range(2,n+1):

laux = [t for t in l if max(t) == k-1]
for t in laux:

r = len(t)
last = max([j for j in range(r) if t[j] == k-1])
for i in range(last,r):

l.append(tuple([t[j] for j in range(i)] + [t[i],k] + [t[j] for j in
Œ range(i+1,r)]))

l.append(tuple([t[j] for j in range(i)] + [t[i],k,t[i]] + [t[j] for j in
Œ range(i+1,r)]))

return l

#Dado un elemento del espacio MM lo muestra de manera entendible.
def mostrar(v):

if v in MM:
if v == MM.zero_element():

print ’0’
else:

for t in terms(v):
tt = expand(t)
if tt[2] > 0:

print ’+’,

174



if tt[2] == -1:
print ’-’,

elif tt[2] != 1:
print expand(t)[2],

print join([’(’]+ [str(i) for i in to_listcacti(tt)]+[’)’],’’),
print ’ ’

#Idem
def mostrar_out(v):

res = ’’
if v in MM:

if v == MM.zero_element():
res = ’0’

else:
for t in terms(v):

tt = expand(t)
if tt[2] > 0:

res = res + ’+’
if tt[2] == -1:

res = res + ’-’
elif tt[2] != 1:

res = res + str(expand(t)[2]) +’*’
res = res + ’ca(’ + join([str(i) for i in to_listcacti(tt)],’’) + ’)’

return res

#Calcula el borde de un cactus
def bound(ca):

v = MM.zero_element()
for t in terms(ca):

c = to_listcacti(expand(t))
m = len(c)
s = 1
signs = {}
arcs = [ j for j in range(m) if c.count(c[j]) > 1]
for i in arcs:

if [j for j in range(i+1,m) if c[j] == c[i]] != []:
signs[i] = s
s = -s

else:
last = [j for j in range(i) if c[j] == c[i]].pop()
signs[i] = - signs[last]

v = v + signs[i] * expand(t)[2] * el([c[j] for j in range(m) if j != i])
return v

#Devuelve la representación (cactus canónico,permutación) de un cactus dado por una lista
def to_symcacti(c):

i = 1
dic = {}
l = []
for k in c:

if not dic.has_key(k):
dic[k] = i
i = i + 1

l.append(dic[k])
return (Permutation(dic.values()).inverse(), tuple(l))

#Devuelve la lista correspondiente a un cactus dado por (cactus canónico,permutación)
def to_listcacti(c):

p = c[1]
l = list(c[0])
ca = []
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for k in l:
ca.append(p(int(k)))

return ca

#Genera el cactus dado por una tira
def ca(n):

ca = n.digits()
ca.reverse()
return el(ca)

#Genera el cactus dado por una lista
def el(c):

global n, ba, Alg, MM
i = 1
dic = {}
l = []
for k in c:

if not dic.has_key(k):
dic[k] = i
i = i + 1

l.append(dic[k])
cc = tuple(l)
return Alg(Permutation(dic.values()).inverse()) * MM.basis()[cc]

#Sustituye la permutación q en el valor i de p.
def sust(p,a,q):

lq = [b + a-1 for b in list(q)]
lp = []
for x in list(p):

if x <= a:
lp.append(x)

else:
lp.append(x + len(lq) -1)

i = lp.index(a)
result = Permutation([lp[j] for j in range(i)] + lq + [lp[j] for j in range(i + 1,

Œ len(lp))])
return result

#Sustituye elementos del álgebra simétrica
def s(x,a,y):

result = Alg.zero_element()
for i in x.support():

for j in y.support():
result = result + x.monomial_coefficients().get(i) *

Œ y.monomial_coefficients().get(j) * Alg(Permutation(sust(i, a, j)))
return result

#calcula la composición parcial i-ésima
def o_i(ca1,i,ca2):

res = MM.zero_element()
for t1 in terms(ca1):

for t2 in terms(ca2):
t1ex = expand(t1)
t2ex = expand(t2)
a = to_listcacti(t1ex)
b = to_listcacti(t2ex)
A = len(a)
B = len(b)
r = a.count(i)
if r == 0:

return ’error, lobe ’, i, ’not in ’,a
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ocur_i = [j for j in range(A) if a[j] == i]
a2 = copy(a)
for j in [k for k in range(A) if a[k] > i]:

a2[j] = a2[j] + max(b) - 1
div_a = [[a2[j] for j in range(0,ocur_i[0]) ]] + [[a2[j] for j in

Œ range(ocur_i[k]+1, ocur_i[k+1])] for k in range(r-1)] + [[a2[j] for
Œ j in range(ocur_i[r-1]+1,A) ]]

dim_div_a = [len([ k for k in range(1,ocur_i[0]) if [j for j in range(k,A) if
Œ a[j]==a[k-1]]!=[] ])] + [len([ k for k in
Œ range(ocur_i[t]+1,ocur_i[t+1]) if [j for j in range(k,A) if
Œ a[j]==a[k-1]]!=[] ]) for t in range(r-1)] + [len([ k for k in
Œ range(ocur_i[r-1]+1,A) if [j for j in range(k,A) if
Œ a[j]==a[k-1]]!=[] ])]

b2 = [k + i - 1 for k in b]
aib = []
for subseq in [s for s in FiniteSetMaps(r+1,B).list() if s[0]==0 and

Œ s[r]==B-1 and [j for j in range(r) if s[j+1] < s[j]] == []]:
aib = copy(div_a[0])
for k in range(r):

aib = aib + [b2[j] for j in range(subseq[k],subseq[k+1]+1)] +
Œ div_a[k+1]

dim_div_b2 = [len([k for k in range(subseq[t]+1,subseq[t+1]+1) if [j for
Œ j in range(k,B) if b[j]==b[k-1]]!=[] ]) for t in range(r)]

sign = (-1)**(sum([dim_div_b2[j] * sum([dim_div_a[k] for k in
Œ range(j+1,r+1) ] ) for j in range(r) ] )) #signo de Koszul

res= res + sign * t1ex[2] * t2ex[2] * el(aib)
return res

#Calcula la lista de los términos de un elemento de MM
def terms(c):

terms = []
for x in c.support():

for coef in c.coefficient(x).support():
t = c.coefficient(x).coefficient(coef) * Alg(coef) * MM.basis()[x]
terms.append(t)

return terms

#Desglosa un término para poder extraer su coeficiente, permutación y cactus canónico
def expand(t):

return (t.support()[0] , t.coefficients()[0].support()[0],
Œ t.coefficients()[0].coefficients()[0])

#Devuelve el grado de un término
def dim(t):

if type(t) == tuple or type(t) == list:
return len(t) - max(t)

else:
return len(expand(t)[0]) - max(expand(t)[0])

#Calcula las caras de un cactus
def faces(c):

fa=[]
m = len(c)
s = 1
signs = {}
arcs = [ j for j in range(m) if c.count(c[j]) > 1]
for i in arcs:

fa.append(tuple([c[j] for j in range(m) if j != i]))
return fa

#Calcula todas las caras de las caras
def allfaces(c):
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if len(c) - max(c) > 1:
return [allfaces(x) for x in faces(c)]

else:
return faces(c)

#Calcula la lista de cactus tales que bound(_) = c para c un símplice
def de_bound(c):

res = []
for t in terms(c):

coef = expand(t)[2]
l = to_listcacti(expand(t))
n = max(l)
m = len(l)
for k in range(1,n+1):

for i in range(m):
laux = copy(l)
laux.insert(i,k)
if is_cactus_a_list(laux):

res.append(el(laux))
laux = copy(l)
laux.append(k)
if is_cactus_a_list(laux):

res.append(el(laux))
return res

#Calcula los vértices de un cactus
def vertices(c):

if len(c) - max(c) > 1:
l = []
for x in faces(c):

l = l + vertices(x)
return list(set(l))

else:
return faces(c)

#Contesta si dos símplices comparten algún vértice.
def adjacents(a,b):

return set(vertices(a)).intersection(set(vertices(b))) != set([])

#Calcula para un elemento en MM sus adyacencias
def adjac(c):

ad = {}
for t in terms(c):

for x in terms(bound(t)):
plain_x = tuple(to_listcacti(expand(x)))
if ad.has_key(plain_x):

ad[plain_x].append(t)
else:

ad[plain_x] = [t]
return ad

#Busca resolver la ecuacion bound(x) = a
def bruteforcer(a):

m = MM.zero_element()
aux = a
for c in [el(c) for c in ba if dim(c) == dim(a) + 1 and max(c) == max(expand(a)[0])]:

for g in Alg.basis():
x = g * c
go = True
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while go:
if cant_term(aux -bound(x) ) < cant_term(aux):

m = m + x
aux = aux - bound(x)
mostrar(m)

elif cant_term(aux +bound(x) ) < cant_term(aux):
m = m - x
aux = aux + bound(x)
mostrar(m)

else:
go = False

return m

#Busca resolver la ecuacion bound(x) = aux
def bruteforcer_2(aux):

m = MM.zero_element()
go = True
while go:

go = False
for x in de_bound(aux):

if cant_term(aux -bound(x) ) < cant_term(aux):
m = m + x
aux = aux - bound(x)
print ’.’,
go = True

elif cant_term(aux +bound(x) ) < cant_term(aux):
m = m - x
aux = aux + bound(x)
print ’.’,
go = True

return m

#Devuelve la cantidad de términos en un elemento c
def cant_term(c):

return sum([abs(expand(t)[2]) for t in terms(c)])

#Intercambia dos formatos posibles de etiquetas
def xi(l):

ll = []
for x in l:

if x ==’.’:
ll.append(True)

elif x == ’o’:
ll.append(False)

elif x:
ll.append(’.’)

elif not(x):
ll.append(’o’)

return ll

#Genera todas las etiquetas hasta longitud r
def all_lists(r):

listas = []
for x in Subsets(range(r)):

l = []
for i in range(r):

l.append(i in x)
listas.append(l)

return listas

#Dada una lista, separa los terminos de la forma l de un elemento m
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def separate(l,m):
mm = MM.zero_element()
for t in terms(m):

tt = to_listcacti(expand(t))
tt_ok = True
for i in range(len(l)):

if (tt.index(i+1) < tt.index(i+2)) != l[i]:
tt_ok = False

if tt_ok:
mm = mm + t

return mm

#agrega al diccionario d un m_n separado en sus m_xi
def addtodic(c ,d):

r = max(expand(c)[0])
for x in all_lists(r-1):

if not(d.has_key(tuple(x))):
d[tuple(x)] = separate(x,c)

return d

#Calcula la ecuación r-ésima de A a partir de la lista l
def calc_asoc(r,l):

asoc = MM.zero_element()
for k in range(2,r):

q = r-k+1
for i in range(1,k+1):

asoc = asoc + (-1)**((i-1) + q*(k-i)) * o_i(l[k-2], i, l[q-2 ])
return asoc

#Calcula la ecuación de A2 correspondiente a una etiqueta a partir un diccionario
def calc_asoc_bis(l, dic):

asoc = MM.zero_element()
r = len(l) + 1
for k in range(2,r):

q = r-k+1
for i in range(1,k+1):

mk = dic[tuple([ l[j] for j in range(r-1) if j not in range(i-1 , i -1+q
Œ -1)])]

mq = dic[tuple([ l[j] for j in range(i-1 , i -1 +q -1)])]
asoc = asoc + (-1)**((i-1) + q*(k-i)) * o_i(mk, i, mq)

return asoc

#Calcula composición de etiquetas
def comp_i(x,i,y):

return tuple([x[j] for j in range(i-1)] + list(y) + [x[j] for j in range(i-1,len(x))])

#auxiliar de mudelt
def partial(i,x):

res = MM.zero_element()
n = len(x) + 1
for q in range(2,min(n-i+2,n)):

xk = tuple([x[j] for j in range(i-1)] + [x[j] for j in range(q+i-2,len(x))])
xq = tuple([x[j] for j in range(i-1, q + i-2)])
mk = dmm[xk]
mq = dmm[xq]
k = n - q + 1
res = res + (-1)**((i-1) + q*(k-i)) * o_i(mk, i, mq)

return res
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#Calcula el borde en A2inf y después el morfismo mu
def mupartial(x):

res = MM.zero_element()
n = len(x)
for i in range(1,n+1):

res = res + partial(i,x)
return res

#La operacion "negro"
def negro(c):

m = MM.zero_element()
for t in terms(c):

tt = to_listcacti(expand(t))
r = max(tt)
s = len(tt)
i = tt.index(r)
coef = expand(t)[2]
for j in range(i+1,s):

newterm = el([tt[k] for k in range(j+1)] + [r+1] + [tt[k] for k in
Œ range(j,s)])

sign = -(-1)**(len([ k for k in range(j) if [kk for kk in range(k+1,s) if
Œ tt[kk]==tt[k]]!=[] ]) + s - r)

m = m + sign * coef * newterm
return m

#La operacion "blanco"
def blanco(c):

m = MM.zero_element()
for t in terms(c):

tt = to_listcacti(expand(t))
r = max(tt)
s = len(tt)
i = tt.index(r)
coef = expand(t)[2]
for j in range(i):

newterm = el([tt[k] for k in range(j+1)] + [r+1] + [tt[k] for k in
Œ range(j,s)])

sign = (-1)**(len([ k for k in range(j) if [kk for kk in range(k+1,s) if
Œ tt[kk]==tt[k]]!=[] ]) + s - r)

m = m + sign * coef * newterm
return m

#Devuelve la lista de todos los cactus tales que k aparece solo una vez.
def cactussimples(k):

return [c for c in ba if max(c) == k and list(c).count(k) == 1]
for c in cacti_to_look_up:

m = len(c)
for g in Permutations(k).list():

l = [g(c[i]) for i in range(m)]
subseq = [ (l[x1],l[x2], l[x3]) for x1 in range(m) for x2 in range(x1+1,m)

Œ for x3 in range(x2+1,m)]
badsubs = [r for r in subseq if r[0] == r[2] and r[0] != r[1] and r[1] <=

Œ r[0]+1]
if badsubs == []:

cacti.append(el(l))
return cacti

#Calcula la lista de todos los cactus en C’(k)
def cactusbuenos(k):
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cacti = []
cacti_to_look_up = [c for c in ba if max(c) == k and ((len(c) - k) == (k - 2))]
for c in cacti_to_look_up:

m = len(c)
for g in Permutations(k).list():

l = [g(c[i]) for i in range(m)]
subseq = [ (l[x1],l[x2], l[x3]) for x1 in range(m) for x2 in range(x1+1,m)

Œ for x3 in range(x2+1,m)]
badsubs = [r for r in subseq if r[0] == r[2] and r[0] != r[1] and r[1] <=

Œ r[0]+1]
if badsubs == []:

cacti.append(el(l))
return cacti

#Verifica la propiedad de las construcciones blanco y negro para cactus simples
def test_prop(r):

for c in cactussimples(r):
d = dim(c)
mostrar(c)
print bound(negro(c)) - negro(bound(c)) == (-1)**d * (o_i(ca(12),1,c) -

Œ o_i(c,r,ca(12))),
print bound(blanco(c)) - blanco(bound(c)) == (-1)**d * (o_i(ca(21),1,c) -

Œ o_i(c,r,ca(21)))

#Verifica el la compatibilidad del borde y mu
def test_bound_lema(r):

listaux = [x for x in dmm.keys() if len(x) ==r and x[0] != x[1] ] #and x[len(x)-1] ==
Œ False ]

for x in listaux:
n = len(x)
print ’’.join(xi(x)),
x2 = list(x)
y = x2.pop()
x2 = tuple(x2)
if y:

print bound(dmm[x]) == (-1)^n *( (o_i(ca(12),1,dmm[x2])) -
Œ o_i(dmm[x2],n,ca(12))) -negro(bound(dmm[x2])), ’ || ’,

else:
print bound(dmm[x]) == (-1)^n *( (o_i(ca(21),1,dmm[x2])) -

Œ o_i(dmm[x2],n,ca(21))) -blanco(bound(dmm[x2])), ’ || ’,

#Verifica el teorema de manera directa
def test_teo(r):

for k in range(3,r+1):
kkeys = [t for t in dmm.keys() if len(t) == k and t[0] != t[1]]
for t in kkeys:

print ’’.join(xi(t)) + ’: ’ + str(calc_asoc_bis(t,dmm) == bound(dmm[t]))

#Sector principal del código, inicializa el espacio MM

#Se considerarán cactus de a lo sumo n lóbulos
n = 9

#ba es la base del espacio
ba = gen_cacti_new(n)

#Alg es el álgebra de grupo de S_n
Alg = SymmetricGroupAlgebra(QQ, n)
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#MM es espacio ambiente, el módulo libre sobre Alg con base ba
MM = CombinatorialFreeModule(Alg, ba, prefix=’c’)

#Inicializa el diccionario dmm que asigna a cada etiqueta xi su mu(m_xi)
dmm = {}
dmm[tuple([True])] = ca(12)
dmm[tuple([False])] = ca(21)

for i in range(2,n):
for l in all_lists(i):

laux = copy(l)
x = laux.pop()
if x:

dmm[tuple(l)] = negro(dmm[tuple(laux)])
else:

dmm[tuple(l)] = blanco(dmm[tuple(laux)])
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